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I Théories de jauge des systèmes photodynamiques quantiques 23
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2.5.1 Continua et résonances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.5.2 Formule de transport adiabatique : cas abélien . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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4.5.3 Champ magnétique de la variété de contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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8.3 Théorie de Floquet et phases géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

8.3.1 La phase de Aharonov-Anandan de Floquet à champ constant . . . . . . . . 184
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Remerciements
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Introduction

L’interaction matière-rayonnement est un champ d’étude important de la physique quantique.
De récentes avancées dans la conception de lasers intenses femto-secondes ont relancé l’intérêt des
études théoriques et expérimentales d’atomes ou de molécules en interaction avec des lasers. Comme
les champs intenses interdisent l’usage des méthodes perturbatives usuelles, il est nécessaire de dé-
velopper de nouveaux outils tant théoriques que numériques pour traiter ces problèmes. En général,
les lasers considérés présentent des paramètres modulables, comme par exemple l’enveloppe (laser
pulsé), la fréquence, ou la polarisation, chacun induisant un problème spécifique de dynamique
quantique.

L’étude des interactions de molécules avec des champs lasers intenses femto-secondes a de nom-
breuses applications, en particulier dans le domaine du contrôle quantique. Le contrôle est un terme
qui regroupe des situations très diverses. Les objectifs du contrôle peuvent eux aussi être très va-
riés, citons par exemple le contrôle de transfert de population, le contrôle de l’orientation d’une
molécule, ou de la photodissociation et de la photoionisation. Une possible application à des pro-
blèmes de contrôle est l’un des objectif de ce travail. On peut classer les problèmes de contrôle
quantique suivant certaines grandes catégories. Bien que ce classement soit quelque peu arbitraire,
nous l’indiquons ici afin de mieux positionner notre travail.

– Une première classification différencie le contrôle dynamique du contrôle statique. Le contrôle
statique consiste à ajuster un jeu de paramètres fixant l’environnement de la molécule (le
laser), afin que celle-ci évolue vers l’état souhaité. Dans le cas “dynamique” on ne cherche pas
à ajuster les paramètres à une valeur optimale, mais à trouver une variation au cours du temps
de ces paramètres, qui fasse évoluer le système moléculaire vers l’état voulu. En schématisant,
si H(~R) est l’Hamiltonien moléculaire dépendant des variables environnementales ~R, alors le
contrôle statique consiste à trouver un vecteur optimal ~R0 tel que l’opérateur d’évolution

e−ı~
−1H(~R0)t amène le système sur l’état voulu, alors que le contrôle dynamique consiste à

trouver une fonction t 7→ ~R(t) telle que l’opérateur d’évolution Te−ı~
−1

R t
0 H(~R(t′))dt′ amène le

système sur cet état. C’est le contrôle dynamique qui nous intéresse ici.
– On distingue également le contrôle quantique cohérent qui ne fait intervenir que des états

purs, du contrôle quantique incohérent qui fait intervenir une distribution de probabilités sur
les états quantiques initialement peuplés, cela par l’intermédiaire d’une matrice densité géné-
ralement dépendante de la thermodynamique du problème. C’est principalement du contrôle
cohérent que traite cette thèse.

– Enfin une distinction très importante existe entre le contrôle actif et le contrôle passif. Le
contrôle actif consiste à tester une ou plusieurs configurations ou variations des paramètres
environnementaux sur la molécule (de manière expérimentale ou simulée), puis, en fonction
des résultats, modifier ces configurations ou variations, et les tester à nouveau jusqu’à obtenir
des résultats optimums. L’une des méthodes de contrôle actif les plus efficaces est fondée
sur l’utilisation d’algorithmes génétiques. On commence avec une population de configura-
tions ou d’évolutions. Chaque individu de la population est testé sur la molécule, afin de lui
attribuer un indice de satisfaction. Les individus les moins satisfaisants sont éliminés (repro-

11
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duisant ainsi la sélection naturelle) tandis que l’on recrée une population en mélangeant les
caractères des individus rescapés (brassage génétique) tout en introduisant de petites mo-
difications aléatoires sur ces caractères (mutations). La nouvelle génération est à son tour
testée et on relance le processus de sélection / reproduction jusqu’à obtenir une population
adaptée (avec des caractères optimums). À l’inverse, le contrôle passif consiste à comprendre
d’abord la physique du système, pour prédire ensuite (théoriquement ou numériquement),
en une seule opération, la configuration ou la variation qui va résoudre le problème. Les
méthodes de contrôle actif sélectionnent avec efficacité les configurations optimales, mais ne
permettent pas de comprendre pourquoi ces configurations s’avèrent meilleurs que d’autres.
En d’autres termes, le contrôle actif ne permet pas de comprendre les rouages contrôlés du
mécanisme. Ceci rend la méthode peu transposable. Il est en particulier impossible de déduire
d’une première solution une seconde attachée au même système légèrement modifié ; d’autant
plus que rien n’assure de la robustesse des solutions sélectionnées. À chaque changement de
système, il faut reconstruire complètement l’algorithme génétique. Au contraire la méthode
passive, basée sur la compréhension des mécanismes physiques, est plus “tractable”, mais bien
entendu plus difficile à mettre en œuvre. Elle est également plus enrichissante du point de
vue de la connaissance scientifique, puisque elle accède aux processus physiques sous-tendu
par le contrôle. C’est donc uniquement de contrôle passif dont il sera question dans ce travail.

Pour résumer, l’un des objectifs de ce travail est le développement de méthodologies nouvelles
en vue d’une éventuelle application à des problèmes de contrôle dynamique quantique cohérent pas-
sif. La mâıtrise du contrôle quantique pourrait se révéler être capitale dans le développement de
nouvelles technologies. Le contrôle de molécules et de nanostructures (telles les fullérènes et les
nanotubes de carbone) est une voie vers la nanoélectronique, c’est à dire la conception de com-
posants électroniques moléculaires, permettant une augmentation de la puissance des ordinateurs
par une réduction de la taille de leurs composants. Le contrôle par lasers de réactions chimiques,
de la géométrie et de la formation de grandes molécules, pourrait à l’avenir permettre de grandes
avancées dans la synthèse de nouvelles molécules pour l’industrie chimique et pharmaceutique. Le
contrôle de certains systèmes quantiques pourrait être de plus assimilé au pilotage de portes lo-
giques (unités élémentaires d’un ordinateur), ouvrant une possible voie vers la conception d’un
ordinateur quantique, dont on sait que les capacités seraient infiniment plus grandes que celles de
tout ordinateur classique. Enfin on peut imaginer des machines moléculaires pilotées par lasers,
effectuant des tâches à l’échelle nanoscopique. Le potentiel de technologies qui seraient issues d’un
contrôle quantique bien mâıtrisé et bien compris est considérable. À l’heure actuelle des horloges
ultra-précises et ultra-stables, basées sur des “fontaines à atomes froids”, sont à l’étude dans de
nombreux laboratoires, cette technologie de pointe est issue du contrôle translationnel des atomes
par des lasers.

Une autre application importante de ce travail concerne l’interface physique moléculaire - astro-
physique, dans le domaine de l’interaction de molécules du milieu interstellaire avec des champs as-
tronomiques. Ce domaine est en plein essor. Nombre de questions concernant le milieu interstellaire,
relèvent encore en partie de la compréhension fine des processus d’interaction matière-rayonnement.
La spectroscopie dans le domaine de l’ultraviolet lointain des molécules (éventuellement en inter-
action avec des grains de poussières ou des cristaux de glace) fait l’objet de nombreuses études.
La modélisation de différents mécanismes (photoionisation, photodissociation, recombinaison et
association radiative, ou autres phénomènes non-linéaires) est d’une importance capitale dans la
compréhension de la physico-chimie du milieu interstellaire, où peuvent régner des champs élec-
tromagnétiques très intenses. Remarquons enfin que dans ce milieu, des constituants très simples
comme l’hydrogène atomique et moléculaire sont majoritairement présents et jouent un rôle essen-
tiel, justifiant par la même les études sur la photoionisation de H et de H2, et la photodissociation
de H+

2 .



INTRODUCTION 13

Pour toutes ces applications, il est nécessaire de pouvoir comprendre et simuler l’interaction
matière-rayonnement. Malheureusement les études numériques de l’interaction d’une molécule avec
un champ laser intense nécessitent en général de très longs temps de calcul et une capacité de mé-
moire informatique importante. Cette difficulté est en partie due à la représentation numérique des
systèmes quantiques, car il est nécessaire de prendre en compte les états liés reliés par les champs,
mais aussi tous les continua interagissant. La discrétisation de ces derniers conduit à une représen-
tation de l’espace de Hilbert de dimension infinie, sous forme d’un espace vectoriel de travail de très
grande dimension, induisant ainsi une représentation des opérateurs par des matrices extrêmement
grandes. Pour simplifier les calculs, une première idée est d’utiliser des méthodes de projection
et de ne considérer que des sous-espaces vectoriels de petites dimensions, appelés espaces actifs,
convenablement choisis pour représenter (ou approcher) la dynamique du système. Bien entendu,
il n’est pas question d’extraire “brutalement” la sous-matrice de l’Hamiltonien correspondant à cet
espace actif, la représentation serait alors totalement fausse, mais il faut trouver un Hamiltonien
effectif, qui permette de simuler la dynamique réelle du système à partir de la dynamique effective
dans l’espace actif. Dans notre approche, nous nous intéressons à une méthode dite des opérateurs
d’onde temporels, qui fournit une théorie de base bien éprouvée d’espaces actifs. La géométrie des
espaces actifs est l’un des points d’étude de ce travail.

Le concept d’espace actif s’avère toutefois délicat dans le cas d’interactions de longue durée.
Une alternative aux méthodes d’Hamiltoniens effectifs est de considérer un espace actif se défor-
mant en fonction du temps. À chaque instant l’espace actif S(t) peut être de dimension très faible
mais la somme directe sur tout le temps,

∫ ⊕
S(t)dt, peut représenter une grande partie, voire la

totalité de l’espace de Hilbert. La recherche d’un modèle de mécanique quantique, avec espaces
actifs déformables, est le point central de ce travail. Ce modèle doit répondre aux contraintes sui-
vantes. Il doit être mathématiquement équivalent au modèle standard de la mécanique quantique
(mêmes prédictions), et plus efficace pour traiter les problèmes qui nous intéressent. D’autre part,
il doit être adapté aux problèmes de contrôle (en vue d’une éventuelle application en ce sens), en
particulier il doit intégrer dans sa description les paramètres de contrôle de l’expérimentateur (les
variables du laser). Dans le modèle développé ici, le rayonnement est modélisé à l’aide de la théorie
de Floquet, que l’on peut voir comme une description intermédiaire entre les descriptions classique
et quantique de la lumière. Remarquant que l’évolution des paramètres de contrôle est lente devant
les temps propres quantiques (ces paramètres sont classiques), c’est vers des modèles adiabatiques
que nous nous sommes tournés pour la description des atomes et des molécules, et en particulier
pour la définition des espaces actifs. Inévitablement, l’utilisation de méthodes adiabatiques dans
notre modèle, nous a poussé à chercher des méthodes de mesure de l’adiabaticité des systèmes
quantiques étudiés ; c’est là aussi un point développé dans ce travail.

Les modèles adiabatiques présentent irrémédiablement un phénomène de phases de Berry (ou
plus généralement de phases géométriques). Ce phénomène est fondamental pour la description
physique, et d’un certain point de vue, le modèle développé ici est entièrement basé sur ce concept.
L’étude de ces phases géométriques nécessite l’utilisation de concepts issus de la géométrie. En par-
ticulier, la théorie des fibrés principaux est le formalisme le mieux adapté pour décrire ces phases,
de sorte que le modèle de mécanique quantique que l’on propose ici, est exprimé dans cette théo-
rie. La géométrie (différentielle, algébrique ou topologique) apparâıt comme un outil de plus en
plus incontournable en physique théorique. Elle est pas exemple fortement présente dans la théo-
rie des systèmes dynamiques, et est le socle fondamental de la théorie (classique ou quantique)
des champs et de la relativité générale. Des descriptions géométriques de la mécanique quantique
sont aujourd’hui proposées dans la littérature, et dans ce travail, l’usage de la géométrie apparâıt
comme primordial. On verra d’ailleurs que l’usage du formalisme géométrique permet des analogies
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fructueuses avec d’autres théories physiques, en particulier avec la théorie des champs par l’inter-
médiaire du concept de monopôle magnétique adiabatique.

Le concept de phases géométriques et le concept mathématique d’holonomie qui s’y rapporte
apparaissent comme des points centraux dans les théories fondamentales de la physique et dans leurs
applications. Dans beaucoup d’applications en effet, le concept d’holonomie s’est avéré fructueux,
comme par exemple avec la théorie HQC (Holonomic Quantum Computation) en informatique
quantique, ou la théorie LGQC (Loop Geometric Quantum Control) pour le contrôle quantique ; ce
travail se rattache plus ou moins directement à ces théories. Mais l’holonomie apparâıt aussi dans
des concepts plus fondamentaux, comme dans la théorie LQG (Loop Quantum Gravity) qui est
l’une des voies vers une théorie quantique de la gravitation. Les phases géométriques elles aussi ap-
paraissent dans de nombreux domaines de la physique, en physique quantique comme nous l’avons
déjà noté (sous le nom“phases de Berry”), mais aussi en mécanique classique (sous le nom“angles de
Hannay”), en optique (sous le nom “phases de Pancharatnam”), en physique des particules (sous le
nom “termes de Wess-Zumino”), en physique de la matière condensée (dans l’effet Aharonov-Bohm
et dans l’effet Hall quantique), et dans la théorie des supercordes (dans le modèle matriciel). La
diversité des théories où les phases géométriques prennent place, laisse à penser qu’il s’agit là d’un
des concepts centraux de toute la physique.

La première partie de ce manuscrit est consacrée à l’exposition du modèle géométrique que l’on
a développé, et à l’analyse des phases géométriques qui s’y rattachent. Ce modèle est l’un des résul-
tats fondamentaux de cette thèse. On trouvera également dans cette partie une étude systématique
des monopôles magnétiques adiabatiques, plus poussée que ce que l’on trouve généralement dans la
littérature. Afin de rendre compréhensible l’ensemble de la thèse, on y trouve également un grand
nombre de rappels de théories connues, cela d’une part, afin de fixer les notations, et d’autre part,
afin d’avoir un exposé cohérent et complet. L’intérêt de ce modèle et des notions géométriques
introduites dans la première partie est clairement explicité à la fin de cette partie où l’on montre
que la discrétisation du modèle à partir de concepts de géométrie numérique (computational geo-
metry), permet de traduire celui-ci en une méthode numérique. Cette méthode se caractérise par
l’utilisation d’un réseau non-uniforme discrétisant les paramètres de contrôle, auxquels on associe
un espace actif se “déformant” en fonction de ce réseau ; ce qui est l’un des points originaux de ce
travail. La seconde partie revient sur la mesure de l’adiabaticité des systèmes dynamiques et sur le
rôle des espaces actifs. Elle introduit deux résultats nouveaux, une théorie adiabatique rigoureuse
des opérateurs d’onde temporels et une méthode permettant de forcer formellement l’adiabaticité de
certains systèmes, méthode appelée CATM (Constrained Adiabatic Trajectory Method). Différents
systèmes quantiques sont étudiés au cours de ces développements : Spin contrôlé par un champ ma-
gnétique, atomes à deux niveaux, STIRAP d’un atome à 3 niveaux, photodissociation de H+

2 . Enfin
en dernière partie, une application plus “lourde”, utilisant simultanément toutes les notions et mé-
thodes introduites dans les parties précédentes, est présentée : le piégeage électromagnétique deH+

2 .

Remarque sur la terminologie : On emploie dans ce texte le terme “adiabaticité” de manière “très
libre”, s’éloignant ainsi parfois des concepts orthodoxes. Stricto sensu, un système est adiabatique si l’on
peut décrire sa dynamique à l’aide d’un seul état propre instantané non-dégénéré ou à l’aide d’un ensemble
d’états propres instantanés associés à une unique valeur propre dégénérée. Cette description étant obtenue à
l’aide d’un “théorème adiabatique” satisfait par des systèmes dont la dépendance temporelle est lente devant
le temps propre quantique. Dans un premier temps on étend le terme adiabatique à des systèmes pouvant
être décrit à l’aide d’un petit groupe d’états propres instantanés (associés à plusieurs valeurs propres). Ces
cas, qui dérivent d’un théorème adiabatique, seront dits adiabatiques au sens fort. Mais dans de nombreux
cas, on s’intéressera aussi à des systèmes qui ne vérifient pas un théorème adiabatique, mais pour lesquels
il existe un espace actif (se déformant ou pas) engendré par un nombre fini d’états (pas forcément des états
propres) dans lequel la dynamique se projette parfaitement. Ces systèmes seront dit adiabatiques au sens
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faible. Dans le même ordre d’idée, les termes “phase de Berry adiabatique”, “limite adiabatique” et “transport
adiabatique” se réfèrent à des systèmes adiabatique au sens fort du terme, alors que le terme “phase de
Berry non-adiabatique” se réfère à des systèmes adiabatiques au sens faible. Notons enfin, que le terme
“phase de Berry” qui se réfère, stricto sensu, à la phase géométrique d’un système quantique adiabatique au
sens fort, est utilisé dans la littérature comme un terme générique pour qualifier les phases géométrique en
mécanique quantique. Afin de limiter les ambigüıtés, les phases géométriques d’un système adiabatique au
sens fort seront appelées “phases de Berry adiabatiques” ou “phases de Berry-Simon”, les phases géométriques
des systèmes adiabatiques au sens faible seront appelées “phases de Berry non-adiabatiques” ou “phases de
Aharonov-Anandan”.

Fig. 1 – Schéma du plan de la thèse.
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Notations

∼ équivalent à
' (entre fonctions) approximativement égale

' (entre espaces vectoriels ou groupes) isomorphe
' (entre espaces topologiques) homéomorphe

' (entre variétés) difféomorphe
‖.‖ norme (sous-entendue L2)
‖.‖p norme Lp

/ (entre groupes) groupe quotient
/ (entre espaces vectoriels) espace vectoriel quotient

X/ ∼ ensemble des classes d’équivalence pour la relation ∼
\ (entre ensembles) privé de

∧ produit extérieur
∩ intersection

∪ (entre ensembles) union
∪ (entre cochâınes) cup-produit

× produit cartésien ou produit direct de groupes
×H produit cartésien quotienté par H
⊗ produit tensoriel
⊕ somme directe
◦ composition d’applications
f∗ application tangente (push-forward) de l’application f
f∗ application cotangente (pull-back) de l’application f
a∗ complexe conjugué du nombre a
K∗ corps K = R ou C privé de 0
H† transconjugué de l’opérateur ou de la matrice H
M t transposée de la matrice M
ā complexe conjugué du nombre a

X fermeture topologique de l’ensemble X
f�X f restreinte à l’ensemble X
〈.|.〉 produit scalaire d’un espace de Hilbert
〈., .〉 crochet de dualité
[·, ·] crochet de Lie (commutateur)
∗g star-opérateur de Hodge pour la métrique g

(−1)σ signature de la permutation σ
⊥ orthogonal à

V ⊥ supplémentaire orthogonal du sous-espace vectoriel V
∅ ensemble vide
↪→ inclusion ou immersion
FE ensemble des applications de E dans F
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ad représentation adjointe d’une algèbre de Lie
Ad représentation adjointe d’un groupe de Lie

B(H) ensemble des opérateurs bornés de l’espace de Hilbert H
Bn(M,W ) ensemble des n-formes différentielles exactes de la variété M à valeurs dans W
Ck(A,B) ensemble des fonctions k-fois différentiables de A à valeurs dans B
Cn(X,W ) ensemble des n-cochâınes de X à valeurs dans W

C corps des nombres complexes
c1 première classe de Chern (comme classe de de Rham)

č1 première classe de Chern (comme classe de Čech)
card cardinal (nombre d’éléments d’un ensemble)
CPn espace projectif complexe d’odre n
dM différentielle extérieure de la variété M
D différentielle covariante

∂ (devant une variété) bord de
∂ (devant une fonction) différentielle de Dolbeault

∂ différentielle de Dolbeault conjuguée

∂t notation compacte pour d
dt

∂µ notation compacte pour ∂
∂Rµ

det déterminant d’une matrice
dim dimension
dist distance

distFS distance de Fubini-Study
distch distance cordale

Dom H domaine de l’opérateur H
Gp(C

n) Grassmanienne complexe de Cn d’ordre p
GL(n,K) groupe de Lie des matrices inversibles d’ordre n sur le corps K

gl(n,K) algèbre de Lie des matrices carrées d’ordre n sur le corps K

HxP espace tangent horizontal à la variété P (espace total d’un fibré) au point x
HnM n-ième groupe de cohomologie de de Rham de la variété M

Ȟn(A,F) n-ième de groupe de cohomologie de Čech des gerbes F sur l’atlas A
ı nombre imaginaire pur ı2 = −1

iX produit intérieur par rapport X
= partie imaginaire

ImH image de l’opérateur H
inff f(t) borne inférieure de la fonction f

ıR ensemble des nombres imaginaires purs
kerH noyau de l’opérateur H
LX dérivée de Lie par rapport à X

L2(X, dx) ensemble des fonctions de carré sommable de X pour la mesure de Lebesgue dx
L(H) ensemble des opérateurs de l’espace de Hilbert H

L(E,F ) ensemble des applications linéaires de E dans F
limn→∞An limite en norme de la suite d’opérateurs ou de fonctions (An)

limn↓En limite inductive des ensembles En
ln logarithme naturel

Ln valeur principale du logarithme naturel sur un nombre complexe
Mn×p(K) ensemble des matrices à n lignes et p colonnes sur le corps K

maxX maximum de X
minX minimum de X

N nombres entiers naturels
O(xn) reste d’ordre xn pour x au voisinage de 0
O(n) groupe de Lie des matrices réelles orthogonales d’ordre n
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o(n) algèbre de Lie des matrices réelles antisymétriques d’ordre n
P,Pe opérateur d’ordre sur un chemin

Pri projection canonique de X1 × ...×Xn sur Xi

< partie réelle
R corps des nombres réels

RPn espace projectif réel d’ordre n
s–limn→∞An limite forte de la suite d’opérateurs (An)

Sn n-sphère
Sn groupe des permutations de (1, ..., n)

SL(K, n) groupe de Lie des matrices inversibles d’ordre n et de déterminant 1 sur le corps K

sl(K, n) algèbre de Lie des matrices de trace nulle sur le corps K

SO(n) groupe de Lie des matrices réelles orthogonales d’ordre n et de déterminant 1
Sp(H) spectre de l’opérateur H

Spcont(H) spectre continu de l’opérateur H
Spd(H) spectre discret de l’opérateur H

Spess(H) spectre essentiel de l’opérateur H
Sppp(H) spectre purement ponctuel de l’opérateur H

SU(n) groupe de Lie des matrices complexes unitaires d’ordre n et de déterminant 1
su(n) algèbre de Lie des matrices complexes anti-autoadjointes d’ordre n et de trace nulle

supt f(t) borne suppérieure de la fonction f
suppf support de f
T,Te opérateur d’ordre chronologique
TxM espace tangent à la variété M au point x
T n n-tore
tr trace d’une matrice

U(t, 0) opérateur d’évolution
U(n) groupe de Lie des matrices complexes unitaires d’ordre n
u(n) algèbre de Lie des matrices complexes anti-autoadjointes d’ordre n
U(H) ensemble des opérateurs unitaires de l’espace de Hilbert H
V(x) voisinage de x
VxP espace tangent vertical à la variété P (espace total d’un fibré) au point x

Vp(C
n) variété de Stiefel complexe de Cn d’ordre p

V 0
p (Cn) variété de Stiefel complexe non-compacte de Cn d’ordre p

w–limn→∞An limite faible de la suite d’opérateurs ou de fonctions (An)
Z nombres entiers relatifs

Zn(M,W ) ensemble des n-formes différentielles fermées de la variété M à valeurs dans W
Γ(M,P ) ensemble des sections de M dans P

δ opérateur de cobord de Čech
δG opérateur de cobord de Čech non-abélien

δ(x) distribution de Dirac
δij symbole de Krönecker

∆nX ensemble des n-simplexes du complexe X
εijk symbole de Levi-Civita
λi i-ème matrice de Gell-Mann

π1(M) groupe d’homotopie de la variété M
π(M,N) classes d’homotopie des applications de M vers N

σi i-ème matrice de Pauli
Ωn(M,W ) ensemble des n-formes différentielles de la variété M à valeurs dans W

Ωn,pK ensemble des formes différentielles de type (n, p) de la variété complexe K
Ωn
I (M,W ) ensemble des n-formes différentielles équivariantes de la variété M à valeurs dans W

Ωn
i=0(M,W ) ensemble des n-formes différentielles horizontales de la variété M à valeurs dans W
Ωn
B(M,W ) ensemble des n-formes différentielles basiques de la variété M à valeurs dans W
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Première partie

Théories de jauge des systèmes
photodynamiques quantiques
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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons à des systèmes photodynamiques quantiques, c’est-à-
dire des atomes ou des molécules en interaction avec un champ électromagnétique variant avec le
temps. Ce sont des systèmes que l’on rencontre lorsque l’on traite des problèmes d’interaction dans
le milieu interstellaire, ou dans des problèmes de contrôle de molécules par laser. Pour simplifier
la discussion, considérons un système atomique ou moléculaire décrit par un Hamiltonien H0 sur
un espace de Hilbert H, sur lequel on fait agir des champs lasers ~Ei(t). L’Hamiltonien du système
photodynamique est alors

H(t) = H0 +
∑

i

µfi(t) cos(θi(t)) sin(ωi(t)t+ φi(t)) (1)

où µ est le moment dipolaire électrique de la molécule, et (fi, θi, ωi, φi) sont respectivement
l’intensité, la direction de polarisation, la fréquence et la phase du champ laser i. Ces paramètres
sont les variables que l’expérimentateur peut faire évoluer avec le temps dans un problème de
contrôle. Un 4N -uplet ~R ≡ (fi, θi, ωi, φi)i=1,...,N caractérisant un environnement déterminé de la
molécule (le champ constituant cet environnement), on doit trouver quelle évolution de l’environ-
nement t 7→ ~R(t), va produire une évolution de la molécule vers l’état souhaité pour le contrôle.
On voit ainsi que le chemin C paramétré par t 7→ ~R(t) dansM (espace de toutes les configurations
possibles des variables environnementales) est l’objet qui caractérise la solution du contrôle. L’es-
pace M n’apparâıt malheureusement pas dans le modèle standard de la mécanique quantique. En
effet, l’espace des états du système est généralement de la forme H = L2(Rn, dx1...dxn) où n est le
nombre de degrés de liberté. Par exemple, pour un atome à n électrons, l’espace de configuration
est R3n, l’espace de toutes les positions possibles des électrons. On aurait pourtant besoin d’avoir
une description où M apparâıt comme espace de configuration, de manière à lier directement les
conditions environnementales avec les états du système.
(fi, θi, ωi, φi)i étant des paramètres qui sont modifiés par l’expérimentateur, ce sont des paramètres
classiques, c’est-à-dire dont l’évolution est lente devant le temps propre quantique (durée caracté-
ristique de transition d’un état propre vers un autre). On peut donc penser que t 7→ H(t) satisfait à
un théorème adiabatique. Or si c’est le cas, la fonction d’onde du système présente une forme parti-
culière, dite de “transport parallèle”, où apparâıt un objet appelé “phase géométrique”. Cette phase
a une description géométrique basée sur l’espace M que l’on suppose être une variété infiniment
différentiable. C’est de cette description que l’on tirera un modèle de photodynamique quantique
adapté aux problèmes de contrôle.
Cette partie est organisée comme suit. Dans un premier temps on rappelle un certain nombre de
résultats concernant les théorèmes adiabatiques. Puis on étudie les objets fondamentaux de notre
description, le transport parallèle et les phases géométriques. Au cours de ces développements, on
introduit une formule dite de transport adiabatique généralisée, qui à notre connaissance, n’est pas
considérée dans la littérature. Dans un troisième chapitre, on présente les propriétés mathématiques
des phases géométriques. Ensuite on introduit la notion de monopôle magnétique adiabatique qui va
s’avérer être un point fondamental de notre étude. Cette présentation est plus détaillée que ce que
l’on trouve généralement dans la littérature. Après avoir considéré des exemples issus la physique
atomique, le sixième chapitre présente en substance le modèle sur lequel est fondé notre étude, en
particulier il introduit la structure mathématique qui permet de décrire le “transport adiabatique
généralisé”. C’est là un point tout à fait original de ce travail de thèse. Le septième chapitre présente
la discrétisation du modèle en vue d’applications numériques de celui-ci. Enfin cette première partie
se termine par une digression, on revient au problème de photodynamique, en présentant la théorie
de Floquet, qui dans la suite, va nous permettre de décrire le champ électromagnétique dans notre
modèle.
Cette partie comporte de nombreux développements mathématiques, en particulier concernant la
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théorie des fibrés principaux et de leurs connexions. Les définitions et propriétés utiles pour la
compréhension des ces points sont rappelées annexe B. D’autres notions issues de la géométrie
différentielle sont nécessaires pour la compréhension des ces développements. Le lecteur peut se
reporter aux ouvrages [113, 89, 43, 36, 19, 64] pour avoir une présentation des principaux outils de
la géométrie différentielle.



Chapitre 1

Les théorèmes adiabatiques

Adiabatique : du grec adiabatos (“αδιαβατoς”) in-

franchissable, impénétrable.

Comme nous l’avons dit dans l’introduction, on suppose que l’Hamiltonien du système photody-
namique satisfait à un théorème adiabatique. Ce chapitre présente les théorèmes adiabatiques que
l’on utilisera dans la suite. De manière générale un théorème adiabatique énonce que, si à l’instant
t = 0 le système se trouve dans un certain sous-espace spectral instantané, alors, sous certaines
conditions, il restera à tout instant dans ce sous-espace spectral. En d’autres termes, si P (t) est le
projecteur spectral associé et U(t, 0) l’opérateur d’évolution, un théorème adiabatique s’énonce :

U(t, 0)P (0) = P (t)U(t, 0) (1.1)

C’est à cette propriété que l’on se référera dans la suite en évoquant “un théorème adiabatique”.
Une des conditions pour avoir un tel théorème est que le sous-spectre en question reste isolé tout au
long du temps du reste du spectre de l’Hamiltonien, c’est-à-dire qu’il existe un gap minimum entre
ce sous-spectre et son complémentaire. D’où le terme adiabatique : le système ne peut franchir ce
gap. Le sous-espace S(t) = ImP (t) va à chaque instant décrire complètement le système. C’est un
exemple d’espace actif se déformant, que l’on appellera espace actif adiabatique.

Nous considèrerons un espace de Hilbert H = L2(X, dx), où X est un espace topologique
équipé de la mesure de Lebesgue dx, et ainsi que l’espace de Banach de ses opérateurs bornés
B(H) muni de la topologie de la norme. Dans tout ce chapitre, les notions topologiques sont sous-
entendues comme appartenant à cette topologie. Ainsi, sauf mention contraire explicite, on dira

que A :
R → B(H)
s 7→ A(s)

est continu par rapport à s pour dire continu en norme, i.e. ∀s0 ∈ R

lim
s→s0

‖A(s)−A(s0)‖ = 0 (1.2)

de même on dira dérivable pour dérivable en norme : ∃A′(s) ∈ B(H), ∀s ∈ R

lim
h→0

A(s+h)−A(s)
h −A′(s) = 0 (1.3)

On écrira lims→+∞A(s) = B pour

lim
s→+∞

‖A(s)−B‖ = 0 (1.4)
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et enfin que A(s) = O(sn) si s ∈ V(0) pour

A(s)

sn
∈ B(H) (1.5)

On rappelle que la norme d’un opérateur est définie par

‖A‖ = sup
ψ ∈ H
ψ 6= 0

‖Aψ‖
‖ψ‖ (1.6)

avec

‖ψ‖ =

√∫

X
|ψ(x)|2dx

Dans la suite, nous supposerons que l’équation de Schrödinger, ı~∂tU(t, 0) = H(t)U(t, 0), admet
une solution t 7→ U(t, 0) fortement continue. Cette condition est satisfaite sous les conditions du
théorème EP, voir par exemple [123] (Th. X.70).

Nous citons à présent le plus utilisé des théorèmes adiabatiques, dont on trouvera un exposé
plus détaillé dans [101].

Théorème 1 (Théorème Adiabatique Standard). Soit s 7→ H(s) une famille d’hamiltoniens auto-
adjoints. On note s = t/T le temps réduit sur l’intervalle [0, T ]. On suppose que {H(s)}s∈[0,1] ont
un domaine commun dense dans H, et que l’équation :

ı~
d

ds
UT (s) = TH(s)UT (s) (1.7)

admet une solution s 7→ UT (s) ∈ U(H) fortement continue. On suppose de plus que le spectre de
H(s) est purement discret (i.e. σ(H(s)) = σd(H(s)) = {εj(s)}j=1,...,N) (le cas N = +∞ n’est pas
exclu).
On suppose que :

– Les valeurs propres instantanées de H(s) sont des fonctions continues de s, et restent dis-
tinctes (isolées) les unes des autres pendant la période d’évolution 0 ≤ s ≤ 1.

– Pj(s) ∈ C2 ([0, 1];B(H))
Alors ∀j :

lim
T→+∞

UT (s)Pj(0) = Pj(s) lim
T→+∞

UT (s) (1.8)

Preuve : cf. [101] �

Ce théorème a un inconvénient majeur, l’espace actif n’y est associé qu’à une seule valeur propre.
Or dans les problèmes de photodynamique, en général plusieurs valeurs propres sont mises en jeu.
De plus le théorème standard interdit les croisements de valeurs propres, or ce phénomène est d’une
importance capitale dans les problèmes que l’on veut traiter. On aura donc besoin d’un théorème
adiabatique considérant un groupe de valeurs propres et autorisant les croisements à l’intérieur de
ce groupe. Un tel théorème nous est donné par Nenciu [118].

Théorème 2 (Théorème Adiabatique de Nenciu). Soit s 7→ H(s) une famille d’hamiltoniens auto-
adjoints. On note s = t/T le temps réduit sur l’intervalle [0, T ]. On suppose que {H(s)}s∈[0,1] ont
un domaine commun dense dans H, et que l’équation :

ı~
d

ds
UT (s) = TH(s)UT (s) (1.9)

admet une solution s 7→ UT (s) ∈ U(H) fortement continue.
On suppose que :
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– il existe des fonctions réelles sur [0, 1], notées aj(s), bj(s) j = 1, ..., N − 1 < +∞, telles que :

aj(s) < bj(s) ≤ aj+1(s),∀j,∀s

min
j

inf
s

(bj(s)− aj(s)) ≥ d > 0

et

σ(H(s)) =

N⋃

j=1

σj(s)

σ1(s) ⊂]−∞, a1(s)]

σj(s) ⊂ [bj−1(s), aj(s)],∀j = 2, ..., N − 1

σN (s) ⊂ [bN−1(s),+∞[

– Pj(s) ∈ C2 ([0, 1];B(H))
– R(s, z) = (H(s)− z)−1 est différentiable par rapport à s et ∀δ > 0, ∃Kδ ∈ R+ tel que :

dR
ds ≤ Kδ

dist(z, σ(H(s)))

∀z|dist(z, σ(H(s))) > δ.
Alors ∀j = 2, ..., N − 1 :

lim
T→+∞

UT (s)Pj(0) = Pj(s) lim
T→+∞

UT (s) (1.10)

Preuve : cf. [118] �

Ce théorème permet les croisements de valeurs propres à l’intérieur des sous-spectres isolés,
de plus il n’exclut pas le cas où une partie du spectre serait continue. Dans les cas courants le
spectre continu se trouve dans l’intervalle [bN−1,+∞[. L’hypothèse sur la norme de la dérivée de
la résolvante signifie que les variations temporelles de la résolvantes sont lentes loin du spectre et
sont d’autant plus lentes que l’on s’éloigne de celui-ci.

Il existe d’autres théorèmes adiabatiques, en particulier le théorème de Nenciu-Rasche [119] qui
s’applique à des matrices non-auto-adjointes. Malheureusement les conditions d’application de ce
théorème ne seront pas remplies par les Hamiltoniens non-auto-adjoints que nous rencontrerons.
Nous serons donc obligés de postuler la propriété d’adiabaticité faute de théorème applicable. Citons
d’autre part l’existence d’un théorème adiabatique s’appliquant aux cas présentant des croisements
[23], d’un théorème adiabatique s’appliquant localement sur le spectre et démontré à partir de
la géométrie différentielle [83], d’un théorème adiabatique sans gap [17, 141, 16], d’un théorème
adiabatique pour la mécanique quantique statistique [116] et d’un théorème adiabatique pour des
systèmes présentant un nombre infini de croisements [81].

En pratique le temps d’interaction n’est pas infini et il est difficile de poser d
dt = 1

T
d
ds avec

1
T ∈ V(0). Mais dans les problèmes qui nous intéressent, l’Hamiltonien dépend du temps à travers des

paramètres ~R(t), on peut donc poser d
dt = ∂Rµ

∂t
∂

∂Rµ . Or ces paramètres étant classiques, leurs vitesses

d’évolution ∂Rµ

∂t sont lentes, on peut donc supposer que ∂Rµ

∂t ∈ V(0), et appliquer les théorèmes
adiabatiques approximativement. En d’autres termes, l’hypothèse adiabatique constiste à supposer
que les paramètres environnementaux évoluent infiniment plus lentement que la molécule. Ainsi
celle-ci a le temps de s’adapter à chaque configuration environnementale avant que celle-ci ne change
significativement. Tout se passe alors, comme si le système passait par une succession de positions
d’équilibre, chacune associée à un environnement constant. Ne subissant aucun “choc violent” le
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système ne change pas d’état et reste donc sur le même état propre instantané, le passage d’un état
vers un autre ne se faisant qu’au moment des croisements de valeurs propres, c’est-à-dire aux points
de dégénérescence. On voit donc que le sous-espace spectral sélectionné par le théorème de Nenciu et
qui va constituer notre espace actif, est formé des valeurs propres reliées par croisements les unes aux
autres et dans lequel se projette la fonction d’onde initiale. Dans la suite, nous nous intéresserons
aussi à des régimes intermédiaires, où l’évolution des paramètres de contrôle est suffisamment lente
pour que le système ne sorte pas de l’espace actif, mais dans lequel des transitions non-adiabatiques
apparaissent entre les états internes à l’espace actif. Ces transitions se manifestent au voisinage
des croisements mais pas aux croisements eux-mêmes (transitions depuis un anti-croisement). On
continuera de qualifier ces systèmes d’adiabatiques (c’est l’adiabaticité par rapport à l’espace actif
qui nous intéresse ici), et même d’adiabatiques au sens fort, puisque satisfaisant au théorème de
Nenciu. D’autre part, ces transitions entre états de l’espace actif, qualifiées de non-adiabatiques
dans la littérature, seront appelées ici, pour une raison qui deviendra claire dans la suite, transitions
adiabatiques off-diagonales.



Chapitre 2

Transport adiabatique et phases
géométriques

Nul n’entre ici s’il n’est géomètre.

Platon (inscription sur le fronton de l’Académie

d’Athènes)

Comme nous l’avons explicité dans le chapitre précédent, nous supposerons que le système
photodynamique satisfait à un théorème adiabatique. Nous écrirons l’Hamiltonien t 7→ H(~R(t)),
où t 7→ ~R(t) est un chemin C dans l’espace des paramètres de contrôle M. Par extension, nous
considérerons l’expression générale de l’Hamiltonien dépendant directement des paramètres envi-
ronnementaux :

H :
M → L(H)
~R 7→ H(~R)

L’hypothèse adiabatique consiste donc à supposer l’existence d’un projecteur spectral de H(~R),
P (~R), tel que pour tout chemin t 7→ ~R(t) on ait

U(t, 0)P (~R(0)) = P (~R(t))U(t, 0) (2.1)

Il s’agit maintenant de savoir quelle est la forme de la fonction d’onde lorsque le système satisfait
à l’hypothèse adiabatique 2.1. Nous verrons dans ce chapitre que la forme en question fait intervenir
une quantité appelée phase de Berry-Simon, dont la généralisation va être un élément fondamental
de notre modèle mathématique. La phase de Berry-Simon est un exemple de phase géométrique. Il
existe des contextes différents de l’hypothèse adiabatique où apparaissent ces phases. En particulier,
si on sait que l’évolution est cyclique (i.e. ψ(T ) = eıϕψ(0)), il apparâıt une phase géométrique dite
de Aharonov-Anandan. Cette situation est assez similaire au cas adiabatique puisque l’équation
2.1 est vérifiée, mais pour P (t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)|, qui n’a aucune raison d’être un projecteur spectral.
En fait, nous verrons au chapitre suivant, que les deux phénomènes de phases géométriques sont
intimement liés.

Les premières sections de ce chapitre sont consacrées à des rappels fondamentaux concernant
les phases de Berry-Simon et de Aharonov-Anandan. Le lecteur souhaitant approfondir ces sujets
peut se reporter à [133] qui regroupe les articles fondateurs concernant les phases géométriques,
ainsi qu’à l’ouvrage de Bohm et al [22]. Les dernières sections présentent les formules de transport
adiabatique généralisé que nous utiliserons dans la suite.
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2.1 La phase de Berry abélienne

Proposition 1. Soit H(~R) un Hamiltonien auto-adjoint. Soit En(~R) une valeur propre non-
dégénérée de H(~R) et |n, ~R〉 le vecteur propre associé, tel que pour tout chemin C dansM paramétré
par une application t 7→ ~R(t) on a

U(t, 0)|n, ~R(0)〉〈n, ~R(0)| = |n, ~R(t)〉〈n, ~R(t)|U(t, 0) (2.2)

où U(t, 0) est une solution de l’équation de Schrödinger associée à t 7→ H(~R(t)). On suppose qu’à
t = 0 la fonction d’onde du système est telle que ψ(0) = |n, ~R(0)〉, alors on a pour tout t

ψ(t) = e−ı~
−1

R t
0 En(~R(t′))dt′e−

R t
0 〈n, ~R(t′)|∂t′ |n, ~R(t′)〉dt′ |n, ~R(t)〉 (2.3)

Le terme e−
R t
0
〈n, ~R(t′)|∂t′ |n, ~R(t′)〉dt′ porte la nom de phase de Berry-Simon abélienne.

Preuve :

L’hypothèse adiabatique nous donne :

ψ(t) = U(t, 0)|n, ~R(0)〉 = 〈n, ~R(t)|U(t, 0)|n, ~R(0)〉|n, ~R(t)〉 (2.4)

Par unitarité de l’opérateur d’évolution on pose 〈n, ~R(t)|U(t, 0)|n, ~R(0)〉 = eıφ(t). On injecte
cette expression dans l’équation de Schrödinger

ı~∂tψ(t) = H(~R(t))ψ(t) (2.5)

−~φ̇eıφ|n, ~R(t)〉+ ı~eıφ∂t|n, ~R(t)〉 = eıφEn(~R(t))|n, ~R(t)〉 (2.6)

En projetant cette expression sur |n, ~R(t)〉 on obtient

ıφ̇ = −ı~−1En(~R(t))− 〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉 (2.7)

�

On voit donc apparâıtre dans l’expression de la fonction d’onde, la phase dynamique usuelle et
une phase supplémentaire, dite “géométrique”, qui est en fait l’élément caractéristique de la fonction
d’onde. On interprète la phase dynamique comme étant le “souvenir” du temps écoulé, alors que la
phase géométrique s’interprète comme étant le “souvenir” du chemin parcouru, comme le montre
la propriété suivante.

Propriété 1. La phase de Berry ne dépend que du chemin C parcouru dans M et pas de la durée
T de ce parcours.

Preuve :

On voit ceci par un simple changement de variables :

d

dt
=
dRµ

dt

∂

∂Rµ
(2.8)

d~R =
d~R

dt
dt (2.9)

donc ∫ T

0

〈n, ~R(t)| d
dt
|n, ~R(t)〉dt =

∫

C

〈n, ~R| ∂
∂Rµ
|n, ~R〉dRµ (2.10)

�
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Ceci justifie l’appellation phase géométrique. On introduit la 1-forme A = 〈n, ~R|d|n, ~R〉 ∈ Ω1M
appelée potentiel de Berry (d étant la différentielle extérieure deM). La phase de Berry-Simon est
alors

∫
C A.

Propriété 2. La phase de Berry est imaginaire pure.

∫

C
A ∈ ıR ⇐⇒ A∗ = −A (2.11)

Preuve :

〈n, ~R|n, ~R〉 = 1 (2.12)

⇒ ∂µ〈n, ~R|n, ~R〉 = 0 (2.13)

⇒
(
∂µ〈n, ~R|

)
|n, ~R〉+ 〈n, ~R|∂µ|n, ~R〉 = 0 (2.14)

⇒ 〈n, ~R|∂µ|n, ~R〉 = −〈n, ~R|∂µ|n, ~R〉 (2.15)

⇒ A∗
µ = −Aµ (2.16)

�

Notons que si |n, ~R〉 n’a que des composantes réelles, alors la phase de Berry-Simon abélienne
est nulle.

Ce phénomène de phase géométrique dans l’approximation adiabatique fut découvert par Berry
dans [20]. Cet article est illustré par le problème d’un spin dans un champ magnétique, un problème
sur lequel nous reviendrons par la suite.

2.2 La phase de Berry non-abélienne

Nous nous intéressons maintenant au cas qui fut étudié par Wilczek et Zee [145], où nous
considérerons une unique valeur propre dégénérée.

Proposition 2. Soit H(~R) un Hamiltonien auto-adjoint. Soit En(~R) une valeur propre dégénérée
M fois de H(~R), et {|n, ~R, a〉}a=1,...,M une base de vecteurs propres orthonormés du sous-espace

propre associé à En, tels que pour tout chemin C dans M paramétré par une application t 7→ ~R(t)
on a

U(t, 0)Pn(~R(0)) = Pn(~R(t))U(t, 0) (2.17)

Pn(~R(t)) =
M∑

a=1

|n, ~R(t), a〉〈n, ~R(t), a|

où U(t, 0) est une solution de l’équation de Schrödinger associée à t 7→ H(~R(t)). On suppose qu’à
t = 0 la fonction d’onde du système est telle que ψ(0) = |n, ~R(0), a〉, alors on a pour tout t

ψ(t) = e−ı~
−1

R t
0 En(~R(t′))dt′

M∑

b=1

Uba(t)|n, ~R(t), b〉 (2.18)

avec

U(t) = Te−
R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (2.19)

Aab(~R) = 〈n, ~R, a|d|n, ~R, b〉. Le terme U(t) porte le nom de phase de Berry non-abélienne.
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Preuve :

Par hypothèse U(t, 0)Pn(~R(0)) = Pn(~R(t))U(t, 0) d’où

ψ(t) = Pn(~R(t))U(t, 0)|n, ~R(0), a〉 (2.20)

=
∑

b

〈n, ~R(t), b|U(t, 0)|n, ~R(0), a〉|n, ~R(t), b〉 (2.21)

On note U(t) la matrice telle que U(t)ba = 〈n, ~R(t), b|U(t, 0)|n, ~R(0), a〉. ψ étant solution de
l’équation de Schrödinger on a

ı~
∑

b

U̇ba|n, ~R(t), b〉+ ı~
∑

b

Uba∂t|n, ~R(t), b〉 = En

∑

b

Uba|n, ~R(t), b〉 (2.22)

En projetant cette équation sur |n, ~R(t), c〉 on obtient :

U̇ca = −ı~−1EnUca −
∑

b

Uba〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), b〉 (2.23)

On a alors

(U̇U−1)cd =
∑

a

U̇caU
−1
ad (2.24)

= −ı~−1En

∑

a

UcaU
−1
ad −

∑

a,b

〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), b〉UbaU
−1
ad (2.25)

= −ı~−1Enδcd −
∑

b

〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), b〉δbd (2.26)

= −ı~−1Enδcd − 〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), d〉 (2.27)

On pose U(t) = e−ı~−1
R

t
0

En(~R(t′))dt′V (t), il vient alors U̇ = −ı~−1Ene
−ı~−1

R

t
0

En(~R(t′))dt′V +

e−ı~−1
R t
0

En(~R(t′))dt′ V̇ . D’où U̇U−1 = −ı~−1EnIM + V̇ V −1 où IM est la matrice identité d’ordre
M . On en déduit donc que

(V̇ V −1)cd = −〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), d〉 (2.28)

En posant A(t)ca = 〈n, ~R(t), c|∂t|n, ~R(t), a〉 on a

V̇ = −AV ⇐⇒ V (t) = Te−
R

t
0

A(t′)dt′ (2.29)

�

De même que dans le cas abélien, la phase de Berry non-abélienne ne dépend que du chemin

suivi dansM et pas de la durée écoulée : Te
R T
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ = Pe

R

C A.

Propriété 3. A† = −A
Preuve :

〈n, ~R, a|n, ~R, b〉 = 1 (2.30)

⇒ ∂µ〈n, ~R, a|n, ~R, b〉 = 0 (2.31)

⇒
(
∂µ〈n, ~R, a|

)
|n, ~R, b〉+ 〈n, ~R, a|∂µ|n, ~R, b〉 = 0 (2.32)

⇒ 〈n, ~R, b|∂µ|n, ~R, a〉 = −〈n, ~R, a|∂µ|n, ~R, b〉 (2.33)

⇒ (Aµ)∗ba = −(Aµ)ab (2.34)

�
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2.3 Les phases de Aharonov-Anandan

En 1987, Aharonov et Anandan [4] montrent que le phénomène des phases géométriques n’est
pas lié à l’approximation adiabatique mais est bien plus général.

Proposition 3. Soit t 7→ H(t) un Hamiltonien auto-adjoint dépendant du temps. Soit ψ(t) une
solution normée de l’équation de Schrödinger ı~∂tψ(t) = H(t)ψ(t). On suppose que l’évolution est
cyclique, c’est-à-dire que

ψ(T ) = eıϕψ(0) (2.35)

L’évolution revient donc sur le même état physique mais avec une différence de phase. Soit ψ̃(t)
l’état tel que ∀t ∈ [0, T ] |〈ψ(t)|ψ̃(t)〉| = 1 et ψ̃(T ) = ψ̃(0) (mêmes états physiques que ψ(t) mais tel
qu’il n’y aucune différence de phase entre l’état initial et final). Alors on a ∀t ∈ [0, T ]

ψ(t) = e−ı~
−1

R t
0
〈ψ̃(t′)|H(t′)|ψ̃(t′)〉dt′−

R t
0
〈ψ̃(t′)|∂t′ |ψ̃(t′)〉dt′ ψ̃(t) (2.36)

Le terme e−
R t
0 〈ψ̃(t′)|∂t′ |ψ̃(t′)〉dt′ est appelé phase de Aharonov-Anandan (ou phase de Berry non-

adiabatique).

Preuve :

Par définition ψ et ψ̃ ne diffèrent que par une phase, on pose donc

ψ(t) = eıf(t)ψ̃(t) (2.37)

où f est une fonction à valeurs réelles de [0, T ]. En utilisant cette expression de ψ dans l’équation
de Schrödinger on a

−~f ′(t)eıf(t)ψ̃(t) + ı~eıf(t)∂tψ̃(t) = eıf(t)H(t)ψ̃(t) (2.38)

En projetant cette équation sur ψ̃(t) on a

f ′(t) = −~
−1〈ψ̃(t)|H(t)|ψ̃(t)〉+ ı〈ψ̃(t)|∂t|ψ̃(t)〉 (2.39)

�

Dans la pratique, ce résultat est utilisé comme suit. On suppose que le système dyna-
mique quantique peut être décrit à l’aide d’un espace actif unidimensionnel qui se déforme
avec le temps (adiabaticité au sens faible). On connâıt une base de cette espace : ψ̃(t). Alors
la fonction d’onde du système dynamique pour la condition initiale ψ(0) = ψ̃(0) est ψ(t) =

e−ı~
−1

R t
0
〈ψ̃(t′)|H(t′)|ψ̃(t′)〉dt′−

R t
0
〈ψ̃(t′)|∂t′ |ψ̃(t′)〉dt′ ψ̃(t). On retrouvera ce phénomène de phase géométrique

associée à un espace actif se déformant dans la section consacrée à la théorie de Floquet et dans la
partie consacrée à la théorie des opérateurs d’onde temporels.

2.4 Transport adiabatique généralisé

Les formules de transport adiabatique et les phases de Berry étudiées dans les sections précé-
dentes sont toujours associées à une unique valeur propre. Dans la littérature, le terme phase de
Berry se réfère toujours à cette situation. Mais dans les problèmes de photodynamique qui nous
intéressent, plusieurs valeurs propres distinctes interviennent presque toujours dans la dynamique.
Nous nous intéressons donc maintenant au cas le plus général où l’espace actif adiabatique est as-
socié à plusieurs valeurs propres. La condition adiabatique sera alors vérifiée pour un Hamiltonien
satisfaisant par exemple au théorème de Nenciu.
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Proposition 4. Soit U(t, 0) l’opérateur d’évolution d’un système dynamique quantique gouverné
par un Hamiltonien auto-adjoint H(~R(t)). Soit {Ea(~R(t))}a et {|a, ~R(t)〉}a les valeurs propres ins-
tantanées et les vecteurs propres instantanés de H (le cas des valeurs propres dégénérées n’est pas
exclu, dans ce cas on répète la valeur propre et on associe à chacune de ces répétitions un des vec-
teurs d’une base orthonormée du sous-espace propre). On suppose qu’il existe un ensemble d’indices
I tel que le projecteur Pm(t) =

∑
a∈I |a, ~R(t)〉〈a, ~R(t)| satisfait pour toute évolution t 7→ ~R(t), à la

condition adiabatique
U(t, 0)Pm(~R(0)) = Pm(~R(t))U(t, 0) (2.40)

Si à t = 0 la fonction d’onde est ψ(0) = |a, ~R(0)〉 (a ∈ I), alors au temps t on a

ψ(t) =
∑

b∈I
Uba(t)|b, ~R(t)〉 (2.41)

avec
U(t) = Te−ı~

−1
R t
0
E(~R(t′))dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (2.42)

où Aµ(~R)ab = 〈a, ~R|d|b, ~R〉 (d étant toujours la différentielle extérieure de M) et E(~R)ab =

Ea(~R)δab.

Preuve :

En utilisant l’hypothèse adiabatique, on trouve que ψ(t) =
∑

b∈I Uba(t)|b, ~R(t)〉, en utilisant

cette expression dans l’équation de Schrödinger, et en projetant sur |c, ~R(t)〉 on trouve

U̇ca = −ı~−1EcUca −
∑

b∈I

Uba〈c, ~R(t)|∂t|b, ~R(t)〉 (2.43)

d’où

(U̇U−1)cd =
∑

a

U̇caU
−1
ad (2.44)

= −ı~−1
∑

a

EcUcaU
−1
ad −

∑

a,b

〈c, ~R(t)|∂t|b, ~R(t)〉UbaU
−1
ad (2.45)

= −ı~−1Ecδcd − 〈c, ~R(t)|∂t|d, ~R(t)〉 (2.46)

�

A génère donc une phase de Berry-Simon non-abélienne généralisée. Si dimH = n et cardI = M ,
on a A = T †dT où T ∈ Mn×M (C) est la matrice des vecteurs propres de l’espace actif, de même
E = T †HT . On peut de plus écrire que

U(T ) = Te−ı~
−1

R T
0
E(~R(t′))dt′−

R

C
A (2.47)

ici T est à la fois l’opérateur d’ordre chronologique et l’opérateur d’ordre sur le chemin C pour la
paramétrisation particulière t 7→ ~R(t) de ce chemin. Lorsque la condition initiale n’est pas un état
propre, ψ(0) =

∑
a ca|n, ~R(0)〉, on a

ψ(t) =
∑

a,b

ca

[
Te−ı~

−1
R t
0
E(~R(t′))dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′

]

ba
|b, ~R(t)〉 (2.48)

On note ψa(t) la solution de l’équation de Schrödinger pour la condition initiale pure ψa(0) =
|a, ~R(0)〉. Soit Ψ(t) ∈Mn×M (C) la matrice des fonctions d’onde pour toutes les conditions initiales
pures : Ψ = (ψ1, ..., ψM ). On a alors

Ψ(t) = T (~R(t))Te−ı~
−1

R t
0
E(~R(t′))dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (2.49)
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Ψ a une grande importance puisque c’est la solution du problème de dynamique pour tout l’espace
actif et pas seulement pour une fonction d’onde avec une condition initiale particulière.
Notons qu’en utilisant le théorème de la représentation intermédiaire (cf. annexe A), la phase non-
abélienne peut être réécrite sous la forme suivante :

U(T ) = Pe−
R

C ATe−ı~
−1

R T
0 Te

R t
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′E(~R(t))Te−

R t
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′dt (2.50)

Le terme Pe−
R

C A montre bien que A engendre un terme de phase purement géométrique, le second
terme dans l’expression précédente est à la fois une contribution dynamique et géométrique. Par une
autre représentation, on pourrait isoler une phase purement dynamique engendrée par E. Lorsque
A et E ne commutent pas, il est impossible d’isoler simultanément les contributions dynamiques et
géométriques. D’autre part le chapitre 6 montrera plus clairement l’origine purement géométrique
de A et l’origine purement dynamique de E lorsque ces termes ne commutent pas.

2.5 Cas des systèmes quantiques dissipatifs

2.5.1 Continua et résonances

Les continua ont souvent un rôle important dans les processus atomiques et moléculaires, il est
donc nécessaire dans un modèle quantique de ne pas considérer seulement les valeurs propres du
spectre ponctuel mais aussi les valeurs spectrales du spectre essentiel. Le théorème adiabatique de
Nenciu n’exclut pas la présence de continua dans l’espace actif, mais pour généraliser la méthode
de transport adiabatique, un certain nombre de problèmes surviennent.

1. Les continua de l’espace actif doivent être isolés du reste du spectre. On rappelle que l’une
des hypothèses du théorème de Nenciu est l’existence de fonctions telles que aj(t) < bj(t) <
aj+1(t) avec minj inft(bj(t) − aj(t)) ≤ d, et tels que les différents sous-spectres satisfont à
σj(t) ⊂ [bj−1(t), aj(t)]. L’application du théorème nécessite donc que le continuum ait une
structure en bandes, on peut alors sélectionner dans l’espace actif une bande de continuum
interne à [bj−1, aj ] et pas une autre bande dans [bj , aj+1], les bandes étant isolées l’une de
l’autre par une distance au moins égale à d. Un tel spectre est courant en physique du solide,
mais dans les milieux dilués (ce qui nous intéresse), ce n’est pas le cas. Le ou les continua se
présentent comme un ensemble connexe généralement du type [0,+∞[. On pourrait bien sûr
utiliser tout le continuum [0,+∞[ dans l’espace actif, mais, d’une part le continuum n’est en
général pas isolé du spectre ponctuel, il n’y a pas de gap d. C’est le cas par exemple de l’atome
d’hydrogène, Sppp(H) = {− 1

n2}n∈N et Spess(H) = [0,+∞[ (limn→+∞
−1
n2 = 0). D’autre part,

prendre tout le continuum, alors qu’en général seule une partie de celui-ci contribue à la
dynamique, limite l’intérêt de la méthode adiabatique.

2. Dans le transport adiabatique on utilise explicitement les vecteurs propres associés aux valeurs
propres du spectre discret. C’est même la base de représentation. Or les valeurs spectrales du
continuum n’ont pas de vecteurs propres. Soit λ ∈ Spcont(H) et ε > 0 tel que ]λ− ε, λ+ ε[⊂
Spcont(H). Le vecteur ψ est un état du sous-continuum ]λ− ε, λ+ ε[ si

‖(H − λ)ψ‖ ≤ ε‖ψ‖ (2.51)

Cette inégalité remplace l’équation aux valeurs propresHψ = λψ. Mais il est difficile d’utiliser
ces états du continuum pour le transport adiabatique, en particulier deux états de deux sous-
continua distincts, mais d’intersection non-vide, ne sont pas orthogonaux.

3. L’intérêt des formules de transport adiabatique est sa représentation matricielle, or l’espace
des états associé à un sous-continuum ]λ−ε, λ+ε[ est de dimension infinie. De plus les continua
font intervenir dans la représentation spectrale des opérateurs, des intégrales sur une mesure
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spectrale. Rappelons que pour un Hamiltonien auto-adjoint H on a (au sens de la topologie
faible)

H =
∑

λ∈Sppp(H)

λPλ +

∫

Spcont(H)
λdPλ (2.52)

où Pλ est le projecteur propre associé à la valeur propre λ alors que dPλ est la mesure spectrale
sur le spectre continu.

Pour résoudre le point 2, il est possible d’utiliser des états non-normalisables. Soit H l’espace de
Hilbert décrivant le problème, pour simplifier la discussion nous admettrons queH = L2(R, dx). Soit
H l’Hamiltonien du système supposé auto-adjoint. Afin toujours de simplifier notre raisonnement,
nous supposerons que Sppp(H) ⊂ [E0, 0] (E0 < 0) et Spcont(H) = [0,+∞[ (ce qui est toujours le
cas des systèmes atomiques, cf. théorème HVZ [124]). Soit S l’espace de Schwartz, i.e. l’ensemble
des fonctions de L2(R, dx) à décroissance rapide. Soit ]λ − ε, λ + ε[⊂ Spcont(H). Soit ψλ,ε un état
de ce continuum. Nous supposerons que ψλ,ε ∈ S ∀ε, que ε 7→ ψλ,ε est continue en norme et enfin
que ‖ψλ,ε‖ diverge moins vite que 1

ε . Sous ces conditions on a pour tout φ ∈ H

lim
ε→0
|〈(H − λ)ψλ,ε|φ〉| = 0 (2.53)

et donc

lim
ε→0
〈Hψλ,ε|φ〉 = λ lim

ε→0
〈ψλ,ε|φ〉 (2.54)

On voit donc que w–limε→0〈ψλ,ε| = 〈λ| se comporte comme un vecteur propre, au sens faible on a

〈λ|H† = 〈λ|λ (2.55)

Le problème est que 〈λ| n’est pas un état de H, en fait 〈λ| ∈ S ′ où S ′ est le dual topologique
de S, l’ensemble des distributions tempérées (on dit que S ⊂ H ⊂ S ′ constitue un triplet de
Gelfand). Une analyse de type WKB montrerait de plus, que |λ〉 est de type “fonction onde plane”
et que par conséquent son extension sur l’espace de configuration R est infinie ; pour un état
discret le quasi-support de la fonction (i.e. le domaine de R pour lequel le module de la fonction
n’est pas négligeable) est compact, pour une onde plane, le module ne devient jamais négligeable.
Ainsi se profile un nouveau problème. Numériquement il est impossible de représenter l’espace de
configuration R, on utilise quand il n’y a que des états discrets une bôıte [a, b], telle que toute
fonction de l’espace actif ait son quasi-support dans [a, b]. Si l’on met des conditions aux limites
usuelles sur la bôıte de quantification (qu’elles soient périodiques ou strictes) des réflexions sur les
murs de la bôıte vont changer la nature des états du continuum et la description sera très mauvaise.
On doit donc considérer un problème avec deux espaces de configuration V1 = [a, b] et V2 = R\[a, b],
tel que le système quantique se trouve dans V1 mais avec une perte possible du flux quantique de
V1 vers V2. Le système avec continuum se présente alors comme un système ouvert dissipatif.
Par cette méthode on a aussi réglé les problèmes 1 et 3, en effet la mise dans la bôıte de quantification
V1 du système, discrétise le continuum. On introduit à sa place un quasi-continuum, c’est à dire un
ensemble de valeurs propres discrètes uniformément réparties sur l’ancien continuum de H (plus la
bôıte V1 est grande, plus la densité de valeurs propres du quasi-continuum est grande). Au cours du
temps, seules certaines des ces valeurs propres du quasi-continuum interviennent dans la dynamique,
ce qui se traduit par le fait qu’elles restent plus ou moins isolées de celles qui ne participent pas.
Une représentation matricielle est alors possible.
Afin de représenter la perte de flux quantique de V1 vers V2 on introduit des frontières absorbantes,
c’est à dire des potentiels optiques, on a alors H̃ = L2(V1, dx) avec

H̃ = H − ıVopt (2.56)
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où suppVopt = [a, a0] ∪ [b0, b] tels que les quasi-supports des états liés soient dans [a0, b0] et avec
limx→a,b Vopt(x) = +∞. H̃ est alors un opérateur non-autoadjoint (ce qui traduit le fait qu’il repré-
sente un système dissipatif).
Il est important de noter que cette représentation à l’aide des potentiels optiques n’est pas qu’un
artifice numérique. Supposons que l’on considère une particule libre se déplaçant sur R. L’opérateur
position X s’interprète traditionnellement comme la modélisation d’un appareil idéal mesurant la
position de la particule. L’appareil est idéal car son champ de mesure est R, et est donc de dimen-
sion infinie. Donc, l’appareil idéal est soit de taille infinie, soit de sensibilité infinie afin de pouvoir
détecter de la même façon des particules se trouvant proche de lui et des particules se trouvant à
une distance infinie. En réalité, un appareil mesurant la position, est caractérisé par une fonction
réponse, qui par exemple vaut 1 sur [a0, b0] (si un flux de particules est émis de cet intervalle, 100%
du flux est détecté), elle décroit de 1 vers 0 de a0 vers a < a0 et de b0 vers b > b0 (si un flux est
émis depuis ces intervalles moins de 100% est détecté), enfin elle est nulle sur R \ [a, b] (pas de
détection). Pour modéliser cet appareil réel, l’opérateur position sera de la forme X̃ = X − ıVopt,
afin de faire progressivement disparâıtre les flux quantiques en partance pour R \ [a, b]. Il en est de
même pour H̃, où le potentiel optique caractérise la région de l’espace où l’appareil expérimental
peut effectivement mesurer l’énergie d’un système quantique.
Une fois H̃ défini, on peut alors appliquer un théorème adiabatique pour opérateurs non-autoadjoints
(ou postuler qu’il en existe un).

Ce formalisme nous permet aussi de traiter le transport adiabatique avec des résonances. Les
résonances apparaissent formellement par une dilatation complexe du spectre, H(θ) = U(θ)HU(θ)†

avec U(θ) = e3θ/2eθx
∂
∂x , θ ∈ C. Le théorème d’Aguilar-Balslev-Combes-Simon (théorème 16.4 [69]

et théorème XIII.36 [124])) nous apprend1 alors, que sous l’effet de la dilatation complexe, le spectre
discret de H est inchangé, que le spectre essentiel tourne dans le plan complexe inférieur d’un angle
de 2=θ, et qu’entre le spectre continu tourné et la droite réelle, apparaissent de nouvelles valeurs
propres, les résonances. Il est important de noter que l’usage de potentiels optiques a des effets
similaires à une dilatation complexe2 : rotation du spectre essentiel dans le plan complexe inférieur
et apparition de résonances.
À partir de ce point, nous considérerons un Hamiltonien H non-auto-adjoint ne présentant qu’un
spectre discret. Cet Hamiltonien modélisant, soit un système ouvert intrinsèquement dissipatif,
soit le système dissipatif équivalent à un problème où les continua interviennent, soit un système
dissipatif équivalent à un problème de résonance.

2.5.2 Formule de transport adiabatique : cas abélien

SoitH(t) un Hamiltonien non-auto-adjoint, avec En−ıΓn2 une de ses valeurs propres instantanées
non-dégénérées et |n, t〉 et |n∗, t〉 respectivement son vecteur propre associé et son dual biorthogonal,
i.e.

H(t)|n, ~R〉 = (En(t)− ı
Γn(t)

2
)|n, t〉 (2.57)

H(t)†|n∗, t〉 = (En(t) + ı
Γn(t)

2
)|n∗, t〉 (2.58)

〈n∗, t|n, t〉 = 1 (2.59)

Nous supposons que H satisfait à un théorème adiabatique pour En − ıΓn2 , à savoir

U(t, 0)|n, 0〉〈n∗, 0| = |n, t〉〈n∗, t|U(t, 0) (2.60)

1Remarque : rigoureusement le comportement du spectre essentiel qui tourne d’un angle de 2=θ, n’est démontré que
pour une classe de potentiels très restreinte, dite à dilatation analytique (cf. [124]), mais en pratique ce comportement
a toujours été observé, même dans les autres cas.

2cf. travaux de Moiseyev [102] montrant qu’une dilatation complexe est équivalente à un potentiel absorbant
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Supposons de plus que le système se trouve initialement dans l’état |n, 0〉, alors à l’instant t on a

ψ(t) = U(t, 0)|n, 0〉 = 〈n∗, t|U(t, 0)|n, 0〉︸ ︷︷ ︸
∈C∗

|n, t〉 (2.61)

On écrit donc :
ψ(t) = eϕn(t)|n, t〉 (2.62)

avec ϕn(t) ∈ C. En insérant cette expression dans l’équation de Schrödinger et en projetant sur
〈n∗, t| on trouve :

ϕ̇n = −ı~−1(En − ı
Γn
2

)− 〈n∗, t|∂t|n, t〉 (2.63)

2.5.3 Formule de transport adiabatique : cas non-abélien

Soit {Eα(t)− ıΓα(t)
2 }α un ensemble de valeurs propres de H(t) isolées du reste du spectre. Soient

les vecteurs propres et leurs duaux :

H(t)|α, i, t〉 = (Eα(t)− ıΓα(t)
2

)|α, i, t〉 (2.64)

H(t)†|α, i∗, t〉 = (Eα(t) + ı
Γα(t)

2
)|α, i∗, t〉 (2.65)

Le nombre de vecteurs propres pouvant être inférieur au degré de dégénérescence de la valeur
propre, nous introduisons de plus les vecteurs propres généralisés

(H(t)− Eα(t) + ı
Γα(t)

2
)n|α, i, t〉 = 0 (2.66)

(H(t)† −Eα(t)− ıΓα(t)
2

)n|α, i∗, t〉 = 0 (2.67)

où n ∈ N. Soit I un ensemble d’indices (α, i), pour lesquels :

∀a, b ∈ I 〈a∗, t|b, t〉 = δab (2.68)

Soit T (t) la matrice des vecteurs propres généralisés et T ∗(t) la matrice des duaux biorthogonaux,
T ∗(t)†H(t)T (t) est une matrice triangulaire. Nous supposons que :

U(t, 0)
∑

a∈I
|a, 0〉〈a∗, 0| =

∑

a∈I
|a, t〉〈a∗, t|U(t, 0) (2.69)

Si de plus ψ(0) = |a, 0〉, alors :

ψ(t) =
∑

b∈I
Uba(t)|b, t〉 (2.70)

avec
(U̇U−1)ba = 〈a∗, t|H(t)|b, t〉 − 〈a∗, t|∂t|b, t〉 (2.71)

De manière équivalente au cas auto-adjoint, nous introduisons une variété M des paramètres
adiabatiques et obtenons :

ψ(T ) =
∑

b∈I

[
Te−ı~

−1
R T
0 E(~R(t))dt−

R

C A(~R)
]

ba
|b, ~R(t)〉 (2.72)

avec
E(~R)ab = 〈a∗, ~R|H(~R)|b, ~R〉 (2.73)

A(~R)ab = 〈a∗, ~R|d|b, ~R〉 (2.74)

E est une matrice triangulaire supérieure, diagonale par blocs. Cette matrice est quelque fois
appelée forme de Jordan de H.
Afin de simplifier et d’unifier l’écriture, nous poserons la définition suivante :
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Définition 1. Soit T ∈Mn×M (C) une matrice. Nous désignerons par T−1 la matrice deMM×n(C)
telle que

T−1T = IM (2.75)

IM étant la matrice identité d’ordre M .

Ainsi la notation T−1 pourra dans la suite désigner T † lorsque nous considèrerons un système
conservatif, ou T ∗† pour un système dissipatif.
Toujours afin de simplifier les notations, nous supposerons à partir de ce point que I = {1, ...,M}
quitte à redéfinir les labels des vecteurs propres.

Définition 2. Soit H un hamiltonien non-auto-adjoint avec pour valeurs propres λi ∈ C, vecteurs
propres généralisés |i〉 et vecteurs propres généralisés duaux |i∗〉. On appelle conjugaison de dualité,
l’opérateur antilinéaire C tel que

C|i〉 = |i∗〉 C|i∗〉 = |i〉 (2.76)

On notera que C est une involution : C2 = 1 et C†C = 1. Il est de facile de montrer que
CH = H†C.

2.6 Premières propriétés des phases de Berry non-abéliennes gé-
néralisées

Les propriétés énoncées ici sont valables pour les phases de Berry-Simon abéliennes, non-
abéliennes et non-abéliennes généralisées. Elles sont énoncées pour le cas plus général des phases
non-abéliennes généralisées.

Propriété 4. Le choix des vecteurs propres instantanés (choix de la convention de phase pour
un vecteur propre non-dégénéré, choix de la base orthonormale (ou biorthogonale) pour un espace
propre dégénéré), n’a pas d’influence sur le transport adiabatique.

Preuve :

Soit Ψ(t) ∈Mn×M (C) la matrice des fonctions d’onde pour toutes les conditions initiales pures.
Soient T et T̃ les matrices des vecteurs propres pour deux choix de bases différents. Il existe
G ∈ GL(M,C) tel que T = T̃G. Donc on a

A = T−1dT = G−1ÃG+G−1dG (2.77)

Ψ̃(t) = T̃ (t)Te−ı~−1
R t
0

Ẽdt′−
R

Ãdt′ (2.78)

D’après la propriété 19 de l’annexe A, on a

Te−ı~−1
R

t
0

Edt′−
R

Adt′ = G(t)−1
Te−ı~−1

R

t
0

Ẽdt′−
R

Ãdt′G(0) (2.79)

d’où

Ψ(t) = T (t)Te−ı~−1
R

t
0

Edt′−
R

Adt′ (2.80)

= T (t)G(t)−1
Te−ı~−1

R

t
0

Ẽdt′−
R

Ãdt′G(0) (2.81)

= T̃ (t)Te−ı~−1
R

t
0

Ẽdt′−
R

Ãdt′G(0) (2.82)

= Ψ̃(t)G(0) (2.83)

�
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Nous supposons que H est de dimension finie n. Alors pour ~R fixé H(~R) peut s’écrire comme
un élément d’une algèbre de Lie g. Si H est réel symétrique alors g = o(n). Si H est complexe
auto-adjoint g = u(n) et enfin si H est complexe non-auto-adjoint g = gl(n,C) = Mn×n(C). Des
sous-algèbres de ces trois cas peuvent survenir dans des cas particuliers de systèmes symétriques.
Notons que o(n) ou u(n) sont ici des algèbres de Lie réelles alors que gl(n,C) est une algèbre de Lie
complexe. Nous notons h la sous-algèbre de Cartan de g (cf. [18, 146]). Si (Hi, Eα)i,α est la base de
Cartan de g, h est l’algèbre de Lie engendrée par (Hi)i. Nous notons de plus n+ et n− les algèbres
engendrées respectivement par les racines positives (Eα)α>0 et par les racines négatives (Eα)α<0.
On a donc

g = h⊕ n+ ⊕ n−

De plus si g est une algèbre de Lie complexe, nous introduisons la sous-algèbre de Borel b = h⊕n−
(cf. [146] pour les propriétés de cette sous-algèbre). Dans les cas qui nous intéressent h est une
algèbre de matrices diagonales, n− est une algèbre de matrices triangulaires supérieures à diagonale
nulle, et n+ est une algèbre de matrices triangulaires inférieures à diagonale nulle.

Propriété 5. Si g est une algèbre de Lie réelle, il existe une base de vecteurs propres instantanés
telle que

E ∈ h A ∈ Ω1(M, g/h)

Si g est une algèbre de Lie complexe, il existe une base de vecteurs propres instantanés telle que

E ∈ b A ∈ Ω1(M, g/b)

Preuve :

On suppose g réelle.H est donc une matrice auto-adjointe et donc diagonalisable. D’oùE = biHi.
h étant abélienne, nous pouvons écrire

H(~R) = eı
P

α>0
zα(~R)Eα+z̄α(~R)E−αE(~R)e−ı

P

α>0
zα(~R)Eα+z̄α(~R)E−α (2.84)

on pose

T (~R) = eı
P

α>0
zα(~R)Eα+z̄α(~R)E−α (2.85)

et donc
Aµ = T−1∂µT ∈ n− ⊕ n+ = g/h (2.86)

Si g est complexe, H est seulement triangularisable donc E = biHi +
∑

α<0 b
αEα ∈ h⊕n− =

b. Soit T une matrice de triangularisation de H que l’on décompose comme suit

T (~R) = eı
P

α>0
χα(~R)Eα

︸ ︷︷ ︸
T+

eı
P

α>0
χ̄α(~R)E−α

︸ ︷︷ ︸
T−

eı
P

i χi(~R)Hi

︸ ︷︷ ︸
T0

(2.87)

On a alors
H = T+†

T−†
T 0†ET 0T−

︸ ︷︷ ︸
E′∈b

T+ (2.88)

E′ est une matrice triangulaire supérieure qui représente H , E′ est donc obtenue à partir de
E par un changement de bases de vecteurs propres généralisés. T+ est alors la matrice de ces
vecteurs propres et

Aµ = T+†
∂µT

+ ∈ n+ = g/b (2.89)

�

Dans le cas général où on sélectionne M vecteurs propres, si H est un opérateur auto-adjoint
A† = −A, donc A ∈ Ω1(M, u(M)) sinon A ∈ Ω1(M, gl(M,C)).



Chapitre 3

Mathématiques des phases
géométriques

Si vous vous plaignez d’avoir des problèmes en maths

que diriez-vous si vous aviez les miens.

Albert Einstein

Nous avons vu au chapitre précédent, que la fonction d’onde dans l’approximation adiabatique
était décrite par un terme de phase (matriciel en général). Ce terme est composé de deux élé-
ments, une phase dynamique et une phase géométrique. Lorsque la phase dynamique et la phase
géométrique commutent, ∀~R ∈M, [E(~R), Aµ(~R)] = 0, on peut écrire

Te−ı~
−1

R T
0
E(~R(t))dt−

R T
0
Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt = Te−ı~

−1
R T
0
E(~R(t))dt

Te−
R T
0
Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt (3.1)

Ayant ainsi séparé les contributions dynamique et géométrique, on peut étudier plus particuliè-

rement le terme Te−
R T
0 Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt = Pe−

R

C A, dont la nature géométrique est très importante
comme ce chapitre le montrera. On peut de plus totalement éliminer la phase dynamique le long du
parcours C en redéfinissant la base de vecteurs propres. En effet, si |a, ~R(t)〉 est associée à une valeur
propre non-dégénérée ou à une valeur propre pour laquelle H est diagonalisable dans le sous-espace
propre, on pose

|a], ~R(t)〉 = e−ı~
−1

R t
0 Ea(

~R(t′))dt′ |a, ~R(t)〉 (3.2)

Les vecteurs propres étant défini à un facteur près |a], ~R(t)〉 peut être choisi comme nouveau vecteur
pour la représentation de ψ. Si {|a, ~R(t)〉}a=a1 ,...,ap est une base de vecteurs propres généralisés
associés au bloc Ea1→ap de la triangularisation de H, on pose

|ai], ~R(t)〉 =

ap∑

b=a1

[
Te−ı~

−1
R t
0
Ea1→ap(~R(t′))dt′

]

bai
|b, ~R(t)〉 (3.3)

Les nouveaux vecteurs forment une autre base de triangularisation de H associée au même sous-
espace. Ainsi on a

ψ(t) =
∑

b∈I

[
Te−ı~

−1
R T
0 E(~R(t))dt−

R T
0 Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt

]

ba
|b, ~R(t)〉 (3.4)

=
∑

b,c∈I

[
Te−

R T
0
Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt

]

ca

[
Te−ı~

−1
R T
0
E(~R(t))dt

]

bc
|b, ~R(t)〉 (3.5)

=
∑

c∈I

[
Te−

R T
0
Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt

]

ca
|c], ~R(t)〉 (3.6)

43
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On pose C] l’opérateur défini par

C]|a, ~R(t)〉 = |a], ~R(t)〉 (3.7)

on a alors
ψ] = C]

†
ψ =

∑

c

[
Te−

R T
0
Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt

]

ca
|c, ~R(t)〉 (3.8)

On voit donc que les propriétés de la fonction d’onde vont être très étroitement liées à la phase
géométrique seule. L’étude de la structure mathématique décrivant cette phase est l’objet de ce
chapitre. Une première section est consacrée à l’interprétation géométrique de la phase de Berry-
Simon. Puis dans les sections suivantes c’est la structure mathématique de la phase de Aharonov-
Anandan qui est étudiée. On étudie en particulier le lien étroit entre ces deux phases. Cette étude
conduit de plus, à reformuler la mécanique quantique dans un langage purement géométrique. Enfin
la fin de ce chapitre est consacrée aux propriétés topologiques des phases de Berry.
Lorsque la phase géométrique ne commute pas avec la phase dynamique, la structure présentée dans

ce chapitre, qui décrit le terme Te−
R T
0 Aµ(~R(t))Ṙµ(t)dt seul, ne peut être utilisée comme le fondement

d’un modèle de photodynamique. Néanmoins, les informations concernant A seront même dans ces
cas, très utiles comme on le verra au chapitre suivant. L’élaboration d’une structure décrivant le
terme de phase matriciel quand phases géométrique et dynamique ne commutent pas, fera l’objet
d’un chapitre ultérieur.
Dans tout ce chapitre où on ne considérera pas la phase dynamique, on notera sans ambigüıté ψ à
la place de ψ].

3.1 Interprétation géométrique de la phase de Berry-Simon

L’interprétation géométrique de la phase de Berry abélienne fut découverte par Simon [135].
On en donne ici un exposé détaillé appliqué au cas général des phases de Berry non-abéliennes.

3.1.1 Le transport adiabatique comme un relèvement horizontal

Nous avons vu au chapitre précédent que la phase de Berry-Simon était définie par le potentiel
adiabatique A = T−1dT ∈ Ω1(M, g), T étant la matrice des vecteurs propres (généralisés ou non).
g est en général u(M) pour les systèmes conservatifs ou gl(M,C) pour les systèmes dissipatifs.
Supposons que l’on change la base de l’espace actif adiabatique, on a alors une nouvelle matrice T̃
représentant cette base avec la relation

T̃ (~R) = T (~R)g(~R) (3.9)

où g(~R) est la matrice de passage entre les deux bases. Dans le cas des systèmes conservatifs, on
souhaite conserver une base orthonormée, donc g(~R) ∈ U(M) (U(1) dans le cas abélien) ; et pour
les systèmes dissipatifs g(~R) ∈ GL(M,C) (C∗ dans le cas abélien). Le potentiel adiabatique pour
la nouvelle base de l’espace actif doit donc être

Ã(~R) = T̃ (~R)−1dT̃ (~R) (3.10)

= g(~R)−1T−1(~R)dT (~R)g(~R) + g(~R)dg(~R) (3.11)

= g−1(~R)A(~R)g(~R) + g−1(~R)dg(~R) (3.12)

Ainsi, sous le changement de base de l’espace actif, le potentiel adiabatique se comporte comme
un potentiel de jauge sous changement de jauge : Ã = g−1Ag + g−1dg.
D’autre part, comme nous l’avons déjà remarqué, la fonction d’onde du système dynamique est
totalement définie par la donnée de la phase matricielle (restreinte dans ce chapitre à la phase
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géométrique non-abélienne), c’est à dire un élément de G (G désignant U(M) ou GL(M,C) suivant
les cas). Plus précisément, c’est la donnée en chaque point de C (la trajectoire des paramètres de
contrôle) d’un élément de G. Afin de tenir compte de toutes les fonctions d’onde possibles, il est
clair que l’espace décrivant cet ensemble de fonctions d’onde, est construit en greffant sur chaque
point de C une copie de G. Et en tenant compte, non pas d’une seule trajectoire de contrôle C,
mais de toutes les trajectoires possibles, l’espace qui va décrire la phase géométrique est clairement
obtenu en greffant G sur chaque point de M. Cet espace est donc un fibré principal à droite
P = (P,M, G, πP ) (on reviendra dans la suite sur la topologie de P , pour l’instant on suppose que
l’on connâıt cette variété). A peut alors être considéré comme le potentiel de jauge de ce fibré (on
reviendra dans la suite sur la connexion qui définit ce potentiel). De plus les changements de jauge
g : M→ G (changement de sections) apparaissent comme correspondant au changement de base
de l’espace actif adiabatique.
Soit E = (E,M,CM , πE) le fibré vectoriel associé à P pour la représentation fidèle ρ de G sur CM

(en considérant G comme un groupe de matrices, ρ est définie par le produit des matrices carrées
de G par les matrices colonnes de CM dans la base canonique). Un état (interne à l’espace actif) du
système dynamique quantique, apparâıt comme un point de E, en effet si φ est un état de l’espace
actif se déformant pour les paramètres ~R ∈M on a

φ =

M∑

a=1

ca|a, ~R〉 (3.13)

Le difféomorphisme de fibre χE~R
: π−1

E (~R)→ CM est donné par

χE~R

(
M∑

a=1

ca|a, ~R〉
)

= (c1, ..., cM ) (3.14)

(|1, ~R〉, ..., |M, ~R〉) pouvant par définition être considérée comme la base canonique de l’espace actif
pour les paramètres de contrôle ~R (ainsi cet espace actif est donc π−1

E (~R)). De plus, comme pour

tout fibré associé, un élément p ∈ π−1
P (~R) apparâıt comme un repère de π−1

E (~R), c’est à dire dans
le cas d’un fibré vectoriel, une base. En effet, p définit parfaitement une base de l’espace actif
π−1
E (~R). Soit χP~R

: P → G le difféomorphisme de fibre de P au dessus de ~R, si χP~R
(p) = e (e identité

de G) alors on pose que p est associé à la base canonique (|1, ~R〉, ..., |M, ~R〉). Si χP~R
(p) = g ∈ G

alors on pose que p est associé à la base (
∑M

a=1 ga1|a, ~R〉, ...,
∑M

a=1 gaM |a, ~R〉) où gab est l’élément
de matrice (ab) dans la représentation matricielle ρ (ρ(g) est la matrice de changement de base
de la base canonique vers celle définie par p). Ainsi la relation d’équivalence définissant le fibré
associé ∀p ∈ P , ∀u ∈ CM , (p, u) ∼ (pg, ρ(g−1)u), n’est rien d’autre que la relation d’équivalence
entre les coordonnées dans la base p et dans la base pg, qui assure que les vecteurs de π−1(~R) sont
indépendants du choix de la base sur laquelle on les représente.

Soit C un chemin dansM, nous supposerons C ⊂ U où U est un ouvert deM. Soit σ ∈ Γ(U,P )
la section locale trivialisante de P, c’est à dire la section telle que

∀~R ∈ U σ(~R) = χP~R
−1

(e) (3.15)

plus simplement, σ est la section qui à chaque point ~R de U , associe le point de π−1
P (~R) associé à

la base canonique de l’espace actif adiabatique au dessus de ~R (π−1
E (~R)). A ∈ Ω1(M, g) défini par

Aab = 〈a, ~R|d|b, ~R〉 (3.16)
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est le potentiel de jauge associé à cette section. On suppose C paramétré par [0, T ] 3 t 7→ ~R(t) ∈M.
Le relèvement horizontal de C dans P passant par σ(~R(0)) est (voir annexe B) :

γ(t) = σ(~R(t))Te−
R t
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (3.17)

Soit ψ0 ∈ CM l’état du système dynamique à t = 0. En identifiant provisoirement CM avec
π−1
E (~R(0)) par le difféomorphisme χE~R(0)

, on peut écrire dans la base canonique de l’espace actif

ψ0 =

M∑

a=1

ca|a, ~R(0)〉 (3.18)

Le relèvement horizontal de C dans E passant par ψ0 (le transport parallèle de ψ0 au dessus de C)
est donné par

ψ(t) = pE(γ(t), ψ0) =

M∑

a,b=1

ca

[
Te−

R t
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′

]

ba
|b, ~R(t)〉 (3.19)

où pE est la projection P ×E → P ×G E induite par ∼. Il apparâıt alors clairement, que l’expres-
sion dérivée de l’hypothèse adiabatique de la fonction d’onde du système, n’est rien d’autre que le
transport parallèle de l’état initial, pour la connexion adiabatique définie par A, d’où son nom de
transport adiabatique.

Dans la théorie usuelle des fibrés, aucune section n’est privilégiée pour l’expression de A, toute
transformation de jauge A′ = g−1Ag + g−1dg est permise. Ce qui se traduit par le fait qu’aucune
base n’est privilégiée pour l’espace actif. Physiquement c’est bien le cas, mais dans la pratique, on
pourrait souhaiter n’utiliser que des bases de vecteurs propres. Si en ~R, il y a p valeurs propres
de dégénérescences di i = 1, ..., p (

∑p
i=1 di = M), alors les transformations de jauge permises pour

conserver une base de vecteurs propres sont telles que

g(~R) ∈ U(d1)× U(d2)× ...× U(dp) ⊂ U(M)

où les produits directs de groupes se traduisent par une forme diagonale par blocs pour g(~R). Dans
le cas d’un système dissipatif, GL(d,C) remplace U(d). Notons qu’en changeant de point sur ~R, du
fait de la possibilité de croisement de valeurs propres ou de levée de dégénérescence, le sous-groupe
en question peut changer.

Le système dynamique étant maintenant représenté par un fibré principal P équipé d’une
connexion, on peut en utilisant l’équation de structure de Cartan, définir la courbure adiabatique
(courbure de P) :

F = dA+A ∧A = dA+
1

2
[A,A] ∈ Ω2(M, g) (3.20)

courbure qui vérifie l’identité de Bianchi

dF + [A,F ] = 0 (3.21)
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Dans le cas abélien conservatif G = U(1) on a F = dA

Fµν =
∂

∂Rµ
Aν −

∂

∂Rν
Aµ (3.22)

=
∂

∂Rµ
〈n, ~R| ∂

∂Rν
|n, ~R〉 − ∂

∂Rν
〈n, ~R| ∂

∂Rµ
|n, ~R〉 (3.23)

=

(
∂

∂Rµ
〈n, ~R|

)(
∂

∂Rν
|n, ~R〉

)
+ 〈n, ~R| ∂2

∂Rµ∂Rν
|n, ~R〉

−
(

∂

∂Rν
〈n, ~R|

)(
∂

∂Rµ
|n, ~R〉

)
− 〈n, ~R| ∂2

∂Rν∂Rµ
|n, ~R〉 (3.24)

= 2ı=
(
〈n, ~R|′µ × |n, ~R〉′ν

)
(3.25)

La courbure de Berry est donc la 2-forme :

F = ı=
(
〈n, ~R|′µ × |n, ~R〉′ν

)
dRµ ∧ dRν (3.26)

On reviendra à de nombreuses reprises dans la suite sur le sens physique et l’intérêt de F pour
l’étude des systèmes photodynamiques.

3.1.2 Retour sur la connexion adiabatique

A ∈ Ω1(M, g) est considéré comme le potentiel de jauge du fibré P. On s’intéresse ici à la
connexion qui définit ce potentiel. Dans un premier temps on considère le cas où l’espace actif est
unidimensionnel.

Cas abélien

Propriété 6. t 7→ ψ(t) est une fonction d’onde obtenue par transport adiabatique dans l’espace
actif engendré par |n, ~R〉 si et seulement si

〈ψ(t)|∂t|ψ(t)〉 = 0 (3.27)

si le système est conservatif ou

〈Cψ(t)|∂t|ψ(t)〉 = 0 (3.28)

si le système est dissipatif.

Preuve :

Considérons le cas conservatif. On suppose que ψ(t) = e−
R

t
0
〈n,~R(t′)|∂t′ |n,~R(t′)〉dt′ |n, ~R(t)〉, alors

∂tψ(t) = −〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉e−
R t
0
〈n,~R(t′)|∂t′ |n,~R(t′)〉dt′ |n, ~R(t)〉+e−

R t
0
〈n,~R(t′)|∂t′∂t|n,~R(t′)〉dt′∂t|n, ~R(t)〉

(3.29)

⇒ 〈ψ(t)|∂t|ψ(t)〉 = −〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉 + 〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉 = 0 (3.30)

On suppose que 〈ψ|∂t|ψ〉 = 0, ψ(t) ∈ 〈|n, ~R(t)〉〉 donc ∃c(t) ∈ C∗ tel que ψ(t) = c(t)|n, ~R(t)〉.

〈ψ|∂t|ψ〉 = c(t)∗ċ(t) + |c(t)|2〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉 = 0 (3.31)

ċ(t) = −c(t)〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉 (3.32)

⇒ c(t) = e−
R t
0
〈n,~R(t′)|∂t′ |n,~R(t′)〉dt′ (3.33)

Dans le cas dissipatif la démonstration est tout à fait analogue en projetant ∂tψ sur Cψ =

e−
R t
0
〈n∗, ~R(t′)|∂t′ |n,~R(t′)〉dt′ |n∗, ~R(t′)〉 à la place de ψ. �
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On s’intéresse maintenant à la 1-forme de connexion de P. Dans un premier temps on considère
le cas conservatif P = (P,M, U(1), πP ).

Considérons un point u ∈ P , comme on l’a déjà noté, u s’identifie à une base (un repère) de
π−1
E (πP (u)). Soit f ∈ H tel que 〈f |f〉 = 1 ce vecteur de base, on notera u = (f). L’action à droite

de U(1) est alors

R(e−ıϕ)u = (eıϕf) (3.34)

L’algèbre de Lie de U(1) est R, soit α ∈ R, alors le champ de vecteurs fondamental associé à α ∈ R

est

∀u ∈ P, α̂(u) =

[
d

dt
R(e−ıαt)u

]

t=0

= (ıαf) (3.35)

Ainsi l’espace tangent vertical à u (l’espace tangent à la fibre à laquelle appartient u) est

VuP ' ı〈f〉R ' ıR ' R (3.36)

〈f〉R étant l’enveloppe linéaire réelle de f . P s’identifiant à l’espace des bases des espaces actifs, il
est clair que TuP s’identifie à un sous-espace vectoriel de H. On introduit alors ω définie par

∀u = (f) ∈ P,∀φ ∈ TuP ω(φ) = 〈f |φ〉 (3.37)

Soit ıαf ∈ VuP on a

ω(ıαf) = ıα〈f |f〉 = ıα (3.38)

De plus on sait que l’espace tangent en u s’identifie à l’ensemble des
[
df
dt

]

t=0
où (f) est une appli-

cation de [−1, 1] dans P telle que (f(0)) = u. Ainsi
[
df
dt

]

t=0
∈ T(f)P et on a

ω

([
df

dt

]

t=0

)
= 〈f |∂t|f〉t=0 (3.39)

et comme 〈f |f〉 = 1 on a 〈f |∂t|f〉t=0 ∈ ıR. Ainsi ω : TP → R est telle que ω(α̂) = α (avec α̂ ∈ V P ).
ω peut donc être considérée comme une 1-forme de connexion de P . Soit t 7→ (ψ(t)) le chemin dans
P associé à la solution de l’équation de Schrödinger ((ψ(t)) étant considérée comme la base de
l’espace actif au dessus de ~R(t)). t 7→ (ψ(t)) est horizontale pour la connexion définie par ω si
∂tψ(t) ∈ T(ψ(t))P appartient à kerω :

ω(∂tψ(t)) = 0 ⇐⇒ 〈ψ|∂t|ψ〉 = 0 (3.40)

On retrouve la propriété précédente. En résumé la condition 〈ψ|∂t|ψ〉 = 0, est la condition d’horizon-
talité, et par conséquent définit la connexion adiabatique de P . Par ailleurs ω ∈ Ω1P est la 1-forme
de la connexion adiabatique. Enfin en considérant la section σ ∈ Γ(M, P ) telle que σ(~R) = (|n, ~R〉)
on a pour un chemin t 7→ ~R(t), σ∗(~R(t)) = ∂t|n, ~R(t)〉dt et ω ◦ σ∗(~R(t)) = 〈n, ~R(t)|∂t|n, ~R(t)〉dt et
donc

A = ω ◦ σ∗ = 〈n, ~R|∂µ|n, ~R〉dRµ (3.41)

on retrouve bien le potentiel de jauge adiabatique associé à la section de la base propre.
Dans le cas dissipatif, le raisonnement est tout à fait similaire, l’espace tangent vertical type étant
C (et non plus R) et ω est définie par ω([∂tf ]t=0) = 〈Cf |∂t|f〉t=0.
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Cas non-abélien

On considère maintenant un espace actif multidimensionnel engendré par {|a, ~R〉}a.
Propriété 7. {t 7→ ψa(t)} est l’ensemble des fonctions d’onde obtenues par transport adiabatique
dans l’espace actif multidimensionnel pour les conditions initiales ψa(0) = |a, ~R(0)〉 si et seulement
si

〈ψa(t)|∂t|ψb(t)〉 = 0 ∀a, b (3.42)

si le système est conservatif ou

〈Cψa(t)|∂t|ψb(t)〉 = 0 ∀a, b (3.43)

si le système est dissipatif.

Preuve :

On ne considère que le cas conservatif, la preuve pouvant être aisément adaptée au cas dissipatif.
On suppose que ψa est obtenue par transport adiabatique, i.e.

ψa(t) =
∑

b

Uba(t)|b, ~R(t)〉 avec U(t) = Te−
R

t
0

Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (3.44)

alors

∂tψa =
∑

b

[
−AµṘ

µU(t)
]

ba
|b, ~R(t)〉+

∑

b

Uba(t)∂t|b, ~R(t)〉 (3.45)

= −
∑

b,c

Aµ,bcUca(t)Ṙµ|b, ~R(t)〉+
∑

b

Uba∂t|b, ~R(t)〉 (3.46)

On projette sur 〈ψe(t)| =
∑

d U
−1
ed 〈d, ~R|

〈ψe|∂t|ψa〉 = −
∑

b,c,d

Aµ,bcUcaU
−1
ed Ṙ

µ〈d, ~R(t)|b, ~R(t)〉+
∑

b,d

UbaU
−1
ed 〈d, ~R(t)|∂t|b, ~R(t)〉(3.47)

= −
[
U−1AµU

]
ea
Ṙµ +

[
U−1AµU

]
ea
Ṙµ (3.48)

= 0 (3.49)

On suppose que 〈ψc|∂t|ψa〉 = 0. ψa étant un vecteur de l’espace actif il existe des coefficients

Uba(t) tels que ψa(t) =
∑

b Uba(t)|b, ~R(t)〉. Ces coefficients sont regroupés dans une matrice U .

〈ψc|∂t|ψa〉 = 0 ⇐⇒
∑

d,b

U∗
dcU̇ba〈d, ~R(t)|b, ~R(t)〉 +

∑

d,b

U∗
dcUba〈d, ~R(t)|∂t|b, ~R(t)〉 (3.50)

⇐⇒
[
U †U̇

]

ca
= −

[
U †AµU

]
ca
Ṙµ (3.51)

donc U †U̇ = −U †AµUṘ
µ et donc U̇ = −AµṘ

µU . �

Par analogie avec le cas abélien, on voit que 〈ψa|∂t|ψb〉 = 0 ∀a, b définit la connexion adiabatique
de P = (P,M, U(M), πP ). Plus précisément, un point u ∈ P s’identifie à une base orthonormale
de l’espace actif π−1

E (πP (u)), on note alors u = (f1, ..., fM ) avec 〈fa|fb〉 = δab. Avec H = Cn, on
pose F ∈MM×n(C) la matrice définissant cette même base, on note u = (F ) avec F †F = IM . Les
champs de vecteurs fondamentaux sont alors ∀X ∈ u(M)

X̂(u) =

[
d

dt
R(e−tX )u

]

t=0

=

[
d

dt
FetX

]

t=0

= (FX) (3.52)

TuP s’identifie à un M -uplet de vecteurs de Cn et donc à une matrice de MM×n(C) et la 1-forme
de connexion adiabatique est définie par

∀(F ) ∈ P,∀Φ ∈ T(F )P ω(Φ) = F †Φ (3.53)
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on a alors ω(FX) = X ∈ u(M) et pour une application t 7→ (F (t)) de [−1, 1] dans P , ω(
[
dF
dt

]
t=0

) =
[
F † ddtF

]
t=0
∈ u(M), car F †F = IM ⇒ F † ddtF = −

(
F d
dtF
)†

. Soit Ψ(t) la matrice des fonctions
d’onde pour toutes les conditions initiales pures, la condition d’horizontalité est donc bien

ω(∂tΨ(t)) = 0 ⇐⇒ Ψ†∂tΨ = 0 (3.54)

Enfin soit T (~R) la matrice des vecteurs propres (section σ de P ), on a bien

A = ω ◦ σ∗ = T †dT (3.55)

La généralisation au cas dissipatif est immédiate.
Dans la suite on verra que l’identification d’un point de P à une matrice F est en fait une application,
très importante pour la physique, liée au théorème de classification universelle des fibrés.

3.1.3 Retour sur le fibré adiabatique

Dans les paragraphes précédents, on a introduit un fibré P = (P,M, G, πP ) qui décrit la phase
de Berry-Simon. On a supposé l’existence de la variété P , mais on ne l’a jamais définie.

Pour définir un fibré principal (et donc l’espace total de celui-ci), trois possibilités s’offrent à
nous : le définir par ses trivialisations locales, par ses difféomorphismes de fibre ou par ses fonctions
de transitions. Le théorème suivant donne les propriétés spécifiques des fonctions de transitions de
P et de fait, définit P .

Théorème 3 (Théorème de structure des fibrés adiabatiques). Soit P = (P,M, G, πP ) le fibré
adiabatique, on supposera que G = U(M) ou GL(M,C). Soient {gij}i,j ses fonctions de transition
pour un atlas A = {U i}i de M. On suppose pour des raisons de simplicité, que l’atlas A est choisi
tel qu’il n’existe aucune levée de dégénérescence ni aucun croisement dans les intersections des
cartes locales de A. Soient {Eα}α les valeurs propres de H définissant l’espace actif, classées tel
que ∀~R ∈ U i ∩ U j

– Eα sont des valeurs propres non-dégénérées pour α = 1, ..., pij1
– Eα sont de dégénérescence 2 pour α = pij1 + 1, ..., pij1 + pij2
– ...
– Eα sont de dégénérescence q pour α = pij1 + ...+ pijq−1 + 1, ..., pij1 + ...+ pijq

q étant le degré maximum de dégénérescence dans U i ∩ U j, on a de plus
∑

k p
ij
k = M . Alors les

fonctions de transitions de P dans le cas conservatif sont telles que

gij ∈ U(1) × ...× U(1)︸ ︷︷ ︸
pij1 termes

×U(2)× ...× U(2)︸ ︷︷ ︸
pij2 termes

×...× U(q)× .... × U(q)︸ ︷︷ ︸
pijq termes

(3.56)

U(1)p
ij
1 × U(2)p

ij
2 × ....× U(q)p

ij
q ⊂ U(M). Dans le cas dissipatif, on a

gij ∈ (C∗)p
ij
1 ×GL(2,C)p

ij
2 × ...×GL(q,C)p

ij
q ⊂ GL(M,C) (3.57)

Démonstration :

Soit E = (E,M,CM , πE) le fibré vectoriel associé à P par ρ représentation de G sur CM . Par

construction les vecteurs propres de H , {|a, ~R〉}, sont des sections de E jouant le rôle de base
canonique de Γ(M, E). L’expression de vecteurs propres va dépendre de la carte locale, ainsi

on aura |a, ~R〉i ∈ Γ(U i, E). ∀i, {|a, ~R〉i} est une base de vecteurs propres de Γ(U i, E). En fait

|n, ~R〉i est la trivialisation locale de la section |n, ~R〉 au dessus de U i. Soient gij les fonctions de
transition de P , par définition on a

∀R ∈ U i ∩ U j |a, ~R〉j = ρ(gij(~R))|a, ~R〉i (3.58)
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d’où
i〈b, ~R|ρ(gij(~R))|a, ~R〉j = i〈b, ~R|a, ~R〉j (3.59)

⇒ ρ(gij(~R)) =
∑

ab

i〈b, ~R|a, ~R〉j |b, ~R〉ij〈a, ~R| (3.60)

⇒ gij(~R) = T i(~R)−1T j(~R) (3.61)

T i étant la matrice des vecteurs propres {|a, ~R〉i}a. Or {|a, ~R〉i} et {|a, ~R〉j}a doivent être deux
bases orthonormales de vecteurs propres de H (ou deux bases de vecteurs propres généralisés).

Par conséquent, si Ea est non-dégénérée, on doit avoir |a, ~R〉i = eıϕij |a, ~R〉j avec ϕij ∈ R (ou

|a, ~R〉i = λij |a, ~R〉j avec λij ∈ C∗ si le système est dissipatif), si Ea est de dégénérescence p

alors {|a, 1, ~R〉i, ..., |a, p, ~R〉i} et {|a, 1, ~R〉j , ..., |a, p, ~R〉j} sont deux bases du sous-espace propre

associé à Ea, avec ∀k = 1, ..., p, |a, k, ~R〉i =
∑p

l=1 Ukl|a, l, ~R〉j où U est une matrice unitaire (ou
seulement inversible dans le cas dissipatif) de changement de base. D’où la matrice diagonale
par blocs

gij = T i−1
T j =




U1
1×1

. . . 0

U
pij
1

1×1

U1
2×2

0
. . .

U
pij

q

q×q




(3.62)

�

On voit donc que c’est le recouvrement à l’intersection des cartes entre deux définitions des
vecteurs propres T i et T j qui définit le fibré adiabatique. En général il n’est pas possible de couvrir
toute la variété M par une seule carte avec une unique convention de base pour l’espace actif, ce
qui induit que P n’est pas (sauf cas exceptionnels) trivial.

3.1.4 Holonomie

On s’intéresse au cas où t 7→ ~R(t) forme une chemin fermé C dansM.

Définition 3. W (α) = Pe−
H

α AµdR
µ
, avec α chemin fermé différentiable dansM, et A ∈ Ω1(M, g),

est appelé boucle de Wilson.

P étant l’opérateur d’ordre sur un chemin, cf. annexe A.

Définition 4. Deux chemins sont dits holonomiquement équivalents si et seulement si leurs boucles
de Wilson ont même valeur.

L’ensemble des chemins fermés différentiables (encore appelé lacets) partant d’un point p0 ∈M
est noté Cp0. Holp0 = {W (α), α ∈ Cp0} forme un sous-groupe de G, appelé groupe d’holonomie. On
dit qu’une connexion est irréductible si Hol = G.

Hz = {g ∈ G|g et zg peuvent être reliés par une courbe horizontale}
est appelé groupe d’holonomie en z ∈ P .

Théorème 4 (Théorème de Ambrose-Singer). Soit (P,M,G, π) un fibré principal sur une variété
connexe M . L’algèbre de Lie h du groupe d’holonomie Hz en z ∈ P est la sous-algèbre de Lie de g

engendrée par les éléments de la forme

Ω(u,X, Y ) X,Y ∈ HuP (3.63)
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où u ∈ P est un point du relèvement horizontal passant par z et Ω = dpω + ω ∧ ω est la courbure
globale du fibré.

Preuve : cf. [113] �

La boucle de Wilson associée au relèvement horizontal d’un chemin fermé C de M est appelé
holonomie du relèvement. On voit donc que la phase de Berry est cette holonomie. Dans les applica-
tions physiques qui nous intéressent, on aura souvent à considérer des chemins fermés. En effet,M
modélisant les paramètres des lasers d’un système photodynamique, en général pour un problème
de contrôle, on part des champs éteints pour revenir vers les champs éteints. Si ~R0 ∈M est le point
associé aux champs éteints, les chemins qui vont nous intéresser seront dans C~R0

. Si l’holonomie
se réduit à l’identité, il est clair que l’on revient sur l’état initial et que le contrôle a échoué. En
d’autres termes, l’holonomie d’un chemin fermé est le résultat du contrôle. Si ψ0 est la condition
initiale, le groupe d’holonomie Hψ0 est l’ensemble des résultats possibles du contrôle. En d’autres
termes, un contrôle dont l’objectif est de modifier l’état initial par un opérateur U ∈ G, n’est pos-
sible que si U ∈ Hψ0 . Hol~R0

est donc le groupe de tous les résultats admissibles du contrôle.
Supposons que M soit simplement connexe. Soit S une surface de M de frontière C (∂S = C).
Alors dans le cas abélien en appliquant le théorème de Stokes on a

∮

C
A =

∮

∂S
A =

∫

S
dA (3.64)

d’où
e−

H

C A = e−
R

S F (3.65)

avec F = dA ∈ Ω2M la courbure locale du fibré. On voit que l’holonomie abélienne est fonction
de F , de plus c’est un invariant de jauge. Son indépendance vis-à-vis du choix de jauge (choix
de la base unidimensionnelle de l’espace actif) la rend particulièrement utile pour les problèmes
de contrôle. Par contre dans les cas non-abélien l’holonomie n’est pas invariante de jauge mais
seulement équivariante

Pe−
H

C
A′

= g(~R0)
−1

Pe−
H

C
Ag(~R0) (3.66)

avec A′ = g−1Ag + g−1dg. Néanmoins dans la pratique, si ~R0 correspond aux champs éteints, le
choix de jauge en ce point est mâıtrisable. Par contre trPe−

H

C
A est un invariant de jauge1. En

utilisant le théorème de Stokes non-abélien (et ses notations, cf. annexe A), on peut aussi exprimer
la boucle de Wislon non-abélienne en fonction de la courbure F = dA+A ∧A

Pe−
H

C A = Pτe
− 1

2

R

S T
−1(σ,τ)F01(σ,τ)T (σ,τ)dσdτ (3.67)

Une étude plus poussée du lien entre les phases de Berry et la théorie de l’holonomie pourrait
être faite, en particulier en introduisant le groupe des boucles de la variété de contrôle, LM, et
la C∗-algèbre d’holonomie HA [144, 137, 26]. De plus, la classification des lacets par la relation
d’équivalence holonomique est très importante pour le contrôle ; or on montre que ce n’est pas le
groupe d’homotopie π1(M) qui est pertinent pour cette étude (deux boucles homotopiques peuvent
ne pas être holonomiques), mais le groupe d’homotopie fine π1

1(M) [97]. Faute de temps, cette étude
n’a pu être faite au cours de cette thèse.

3.2 Géométrie de la mécanique quantique I : la structure projec-

tive

3.2.1 Le fibré de la mécanique quantique

Avant d’introduire la structure géométrique des phases de Aharonov-Anandan, il est nécessaire
de faire une petite digression sur la structure mathématique de la mécanique quantique. Nous savons

1suivant les auteurs, c’est trPe−
H

C
A qui est appelée boucle de Wilson
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que la description traditionnelle de l’espace des états en mécanique quantique se fait à l’aide d’un
C-espace de Hilbert séparableH. Mais l’interprétation probabiliste de la mécanique quantique, nous
apprend qu’un état physique ψ est une amplitude de probabilité, et doit donc vérifier ‖ψ‖ = 1. Donc
deux vecteurs proportionnels de H représentent le même état physique. De plus, nous savons que
la phase de ψ n’est pas une information physique, seule la différence de phase entre deux vecteurs
a une interprétation (théorie des interférences quantiques). On voit ainsi que l’espace de Hilbert
H contient beaucoup d’informations non-physiques et n’est donc pas la structure la plus optimale
pour décrire la mécanique quantique.
Pour trouver la véritable structure de la mécanique quantique, on commence par considérerH. Nous
savons que si ψ = αφ avec α ∈ R+∗ alors les deux vecteurs représentent le même état physique (ils
ne diffèrent que par leurs normes). Ceci définit une relation d’équivalence dans H que l’on note ∼,
ainsi un état physique est une classe d’équivalence pour ∼. L’espace ainsi défini est donc

N = (H \ {0})/ ∼ (3.68)

N est appelé espace des rayons normés. Supposons maintenant qu’on ne considère pas les questions
d’interférences. Ainsi deux rayons normés qui ne diffèrent que par un terme de phase représentent
le même état physique. On définit alors l’action du groupe des phases U(1) sur N par

∀eıϕ ∈ U(1),∀[ψ] ∈ N , eıϕ[ψ] = [eıϕψ] (3.69)

où [ψ] désigne la classe d’équivalence de ψ pour ∼. Deux rayons représentent le même état phy-
sique s’ils appartiennent à la même orbite de U(1). L’espace des états physiques est donc l’espace
homogène pour l’action de groupe précédemment définie :

R = N/U(1) (3.70)

R est appelé espace projectif. Si H est de dimension finie (dimH = n) alors N et R sont des
variétés C∞-différentiables complexes. L’espace des rayons normés est la (2n− 1)-sphère

N = S2n−1 (3.71)

et R est l’espace projectif complexe de dimension n− 1 :

R = CPn−1 (3.72)

Notons qu’en raisonnant avec les opérateurs d’évolutions à la place des états, on aurait retrouvé les
relations liant ces variétés aux groupes :

S2n−1 ' U(n)/U(n − 1) (3.73)

CPn−1 ' U(n)/(U(n − 1)× U(1)) (3.74)

Notons l’existence d’un difféomorphisme exceptionnel :

CP 1 ' S3/S1 ' S2 (3.75)

l’espace des états physiques d’un système à deux niveaux est la sphère.
Le plongement de Cn dans Cn+1, défini par (z1, ..., zn) 7→ (z1, ..., zn, 0), induit une inclusion
CPn−1 ⊂ CPn. La limite inductive de cette inclusion définit l’espace projectif pour un espace
de Hilbert H de dimension infinie :

CP∞ = lim
n↓∞

CPn (3.76)

Dans cette description de l’espace des états quantiques par CPn−1, on a perdu toute référence aux
phases. Pour réintroduire une notion de phase adaptée aux problèmes d’interférences, on doit trou-
ver une structure construite sur CPn−1 mais pour laquelle la phase relative d’un état particulier est
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un choix arbitraire. Il est clair que cette structure est le fibré principal U = (S2n−1,CPn−1, U(1), πU ).
Le choix d’une phase relative est alors le choix de jauge d’une section de U . En résumé, la structure
naturelle de la mécanique quantique est un U(1)-fibré principal sur un espace projectif complexe.
Avant de poursuivre, nous ferons une remarque sur l’espace de base. CPn−1 est une variété com-
plexe. Pour une variété complexe X de dimension complexe n (et donc de dimension réelle 2n), on
associe à un système de coordonnées réelles (x1, ..., xn, y1, ..., yn), un système de coordonnées com-
plexes (z1, ..., zn) et son système conjugué (z1, ..., zn) avec zi = xi+ ıyi et zi = xi− ıyi. L’ensemble
des formes différentielles de X est une algèbre bigraduée Ω∗,∗X avec

ω ∈ Ωr,sX ⇒ ω = ωi1,...,ir
j1,...,jsdzi1 ∧ ... ∧ dzir ∧ dzj1 ∧ ... ∧ dzjs (3.77)

On introduit alors les opérateurs de Dolbeault ∂ : Ωr,sX → Ωr+1,sX et ∂ : Ωr,sX → Ωr,s+1X tels
que

∀ω ∈ Ωr,sX ∂ω =
∂ωi1,...,ir

j1,...,js

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ ... ∧ dzir ∧ dzj1 ∧ ... ∧ dzjs (3.78)

∂ω =
∂ωi1,...,ir

j1,...,js

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ ... ∧ dzir ∧ dzj1 ∧ ... ∧ dzjs (3.79)

La différentielle extérieure de X est alors d = ∂ + ∂. L’ensemble des p-formes différentielles
de X (équivalent au cas réel) est

⊕p
k=0 Ωk,p−kX . Un exposé détaillé de la géométrie des variétés

complexes peut être trouvé dans [113, 36].

3.2.2 Interprétation géométrique de la phase de Aharonov-Anandan

Soit ψ ∈ Cn, on pose ψ = (ψ0, ..., ψn−1) les composantes de ψ dans une base de référence
(dans les problèmes qui nous intéressent, la base des vecteurs propres de l’Hamiltonien atomique

ou moléculaire sans le champ). On pose wi = ψi

ψ0 pour tout i = 1, ..., n− 1. L’ensemble de nombres

complexes {wi}i est appelé coordonnées homogènes de ψ dans CPn−1. On définit une 1-forme
A ∈ Ω1,0CPn−1 ⊕ Ω0,1CPn−1 telle que

A =
ψ†dψ
ψ†ψ

(3.80)

=
ı

2

ψ†dψ − ψdψ†
ψ†ψ

(3.81)

=
ı

2

ψαdψ
α − ψαdψα
ψγψ

γ
(3.82)

=
ı

2

widw
i − widwi

1 +wjwj
(3.83)

avec les conventions suivantes : ψ† = 〈ψ|, ψα = ψα (complexe conjugué), les indices grecques
parcourent 0, ..., n − 1 et les indices latins parcourent 1, ..., n − 1. A peut être considéré comme
le potentiel de jauge pour une connexion de U . Considérons EU = (EU ,CP

n−1,C, πEU ) le fibré
vectoriel associé à U , le relèvement horizontal d’un chemin t 7→ {wi(t)}i ∈ CPn−1 passant par ψ(0)
est alors

ψ̂(t) = e−
R t
0
(Ai(w(t′))ẇi+Ai(w(t′))ẇi)dt′ψ(t) = e−

R t
0
〈ψ(t′)|∂t′ |ψ(t′)〉dt′ψ(t) (3.84)

où ψi(t)/ψ0(t) = wi(t). Cette connexion définit la phase de Aharonov-Anandan.
Le potentiel de jauge permet de définir la courbure du fibré U :

F = dA = ı
wiw

j − (1 + wkw
k)δi

j

(1 + wlwl)2
dwi ∧ dwj (3.85)

F ∈ Ω1,1CPn−1.
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3.2.3 Classification universelle

On s’intéresse ici au lien entre la phase de Aharonov-Anandan et la phase de Berry-Simon abé-
lienne dans le cas conservatif. Il s’agit donc de comparer le fibré adiabatique P = (P,M, U(1), πP )
à U = (S2n−1,CPn−1, U(1), πU ). On rappelle que n est la dimension de l’espace de Hilbert total,
que nous supposons fini dans un premier temps. Nous supposerons que la variété M a une struc-
ture d’espace cellulaire d’ordre inférieur à 2n − 2. Or U = (S2n−1,CPn−1, U(1), πU ) est un fibré
(2n − 2)-universel (cf. [138, 128]). U est donc universel pour P et CPn−1 est un espace classifiant
pourM. En vertu du théorème de classification universelle (cf. annexe B), on a donc le diagramme
commutatif suivant :

P
f∗←−−−− S2n−1

πP

y
yπU

M f−−−−→ CPn−1

où f est l’application universelle associée à P. Or CPn−1 que l’on a défini comme l’espace des
rayons normés sans phase de Cn, peut être interprété comme l’espace des projecteurs sur les droites
vectorielles, i.e. CPn−1 = {|f〉〈f |, f ∈ Cn, 〈f |f〉 = 1}. L’application universelle est alors évidente

f :
M → CPn−1

~R 7→ |n, ~R〉〈n, ~R|

Au paragraphe précédent on a introduit une connexion sur U définie par le potentiel de jauge

AU (|ψ〉〈ψ|) = 〈ψ|dCPn−1 |ψ〉 (3.86)

on suppose ici 〈ψ|ψ〉 = 1. Il s’agit de la connexion universelle de U au sens du théorème de
Narasimhan-Ramaman (cf. annexe B), son pull-back est la connexion adiabatique

f∗AU = 〈n, ~R|dM|n, ~R〉 = AP (3.87)

On voit ainsi que la phase de Berry-Simon est un cas particulier de phase de Aharonov-Anandan
où on restreint l’espace de base à Imf ⊂ CPn−1. Dans le cas où H est de dimension infinie, on a le
même résultat avec pour fibré universel (N ,CP∞, U(1), πU ). Notons que ce fibré est universel pour
toute dimension de H, puisque par définition CPn ⊂ CP∞ ∀n ∈ N.
Dans la section suivante, nous verrons que la connexion universelle AU est associée à la structure
naturelle de CPn−1.

3.3 Géométrie de la mécanique quantique II : la structure Kähle-

rienne

On s’intéresse toujours au cas de la phase de Aharonov-Anandan abélienne et donc au fibré U =
(S2n−1,CPn−1, U(1), πU ). CPn−1 a une structure naturelle de variété Kählerienne. La géométrie
Kählerienne est en quelque sorte l’équivalent complexe de la géométrie Riemannienne, la notion
fondamentale est donc celle de métrique. Dans un premier temps, on rappelle quelques notions
fondamentales de cette géométrie (un exposé plus détaillé peut être trouvé dans [113, 36]), puis on
s’intéresse à l’usage de cette structure en mécanique quantique.

3.3.1 Éléments de géométrie Kählerienne

On considère K une variété complexe, avec dimCK = m. Soit g une métrique Riemannienne de
la variété différentielle associée à K. Rappelons que les coordonnées réelles et complexes de K sont
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reliées par les relations : zi = xi + ıyi, zi = xi− ıyi, ∂
∂zi

= 1
2( ∂
∂xi
− ı ∂

∂yi
) et ∂

∂zi
= 1

2( ∂
∂xi

+ ı ∂
∂yi

). Par
définition g est un champ de tenseurs de rang 2 agissant sur deux vecteurs. L’extension de g sur la
structure complexe de K est alors définie par

gµν = g(
∂

∂zµ
,
∂

∂zν
) (3.88)

gµ
ν = g(

∂

∂zµ
,
∂

∂zν
) (3.89)

gµν = g(
∂

∂zµ
,
∂

∂zν
) (3.90)

gµν = g(
∂

∂zµ
,
∂

∂zν
) (3.91)

en utilisant la linéarité de g et les expressions des vecteurs de la structure complexe en fonction des
vecteurs de la structure réelle. On introduit de plus le champ de tenseur J de type (1, 1), appelé
quasi-structure complexe, défini par

J = ıdzµ ⊗ ∂

∂zµ
− ıdzµ ⊗

∂

∂zµ
(3.92)

On suppose alors que g est hermitienne, i.e. ∀X,Y ∈ TK, g(JX, JY ) = g(X,Y ). Dans ce cas
gµν = gµν = 0 et donc

g = gµ
νdzµ ⊗ dzν + gµνdzµ ⊗ dzν (3.93)

On introduit de plus une 2-forme F ∈ Ω1,1K appelée forme de Kähler, définie par ∀X,Y ∈ TK,
F (X,Y ) = g(JX, Y ), soit

F = ıgµ
νdzµ ∧ dzν (3.94)

Cette forme de Kähler joue le rôle de la 2-forme de courbure Riemannienne dans le cas complexe.
La variété complexe K est dite Kählerienne si sa forme de Kähler est fermée : dF = 0. Enfin si K
est Kählerienne, on montre qu’il existe une fonction locale K de K dans C, telle que

gµν =
∂2

∂zµ∂zν
K (3.95)

F = ı∂∂K (3.96)

La donnée K définit donc complètement la structure Kählerienne de K, on appelle K potentiel de
Kähler.

3.3.2 La métrique quantique

On peut montrer [113] que CPn−1 est une variété Kählerienne dont la structure est définie
par le potentiel de Kähler K = 1

2Ln(1 + wkw
k) dans les coordonnées homogènes. Plutôt que

de dériver toute la structure à partir de K, on va obtenir une structure à partir de la physique
et montrer qu’elle s’identifie à la structure Kählerienne de CPn−1. La description des phases de
Aharonov-Anandan nous amène à équiper U = (S2n−1,CPn−1, U(1), πU ) d’une connexion ayant

pour potentiel de jauge A = 〈ψ|d|ψ〉
〈ψ|ψ〉 . Cette connexion induit la dérivée covariante normalisée dans

les sections du fibré associé à U

ψ′ =
1√
〈ψ|ψ〉

D

ds
ψ =

1√
〈ψ|ψ〉

(
d

ds
ψ −Aψ

)
=

1√
〈ψ|ψ〉

(
d

ds
ψ − 〈ψ|

d
ds |ψ〉
〈ψ|ψ〉 ψ

)
(3.97)
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où s 7→ πEU (ψ(s)) est un chemin dans CPn−1. Cette dérivée covariante induit une métrique dans
CPn−1 :

dl2 = 〈ψ′|ψ′〉ds2 (3.98)

=
〈dψ|dψ〉
〈ψ|ψ〉 −

〈ψ|dψ〉〈dψ|ψ〉
〈ψ|ψ〉2 − 〈dψ|ψ〉〈ψ|dψ〉〈ψ|ψ〉2 +

〈ψ|dψ〉〈dψ|ψ〉〈ψ|ψ〉
〈ψ|ψ〉3 (3.99)

=
〈ψ|ψ〉〈dψ|dψ〉 − 〈dψ|ψ〉〈ψ|dψ〉

〈ψ|ψ〉2 (3.100)

=
ψβψ

βdψαdψ
α − dψαψαψβdψβ

(ψγψ
γ)2

(3.101)

Ce qui nous donne dans les coordonnées homogènes

η = dl2 =
(1 + wkw

k)δij − wjwi
(1 + wkwk)2

dwidw
j (3.102)

Cette métrique est connue dans la littérature sous le nom de métrique de Fubini-Study. Une com-
paraison avec l’expression de la courbure de U , F = dA, donnée plus haut, montre que

F = ıηi
jdwi ∧ dwj (3.103)

Enfin, il est aisé de montrer que F = ı∂∂K. On voit donc que la connexion définie sur U est en
fait la (seule) connexion compatible avec la structure Kählerienne de CPn−1 (compatible avec la
métrique). Cette connexion est donc intimement liée à la structure même de la mécanique quantique
et est donc totalement naturelle pour décrire la dynamique (et de part le théorème de classification
universelle, la connexion adiabatique est elle aussi totalement naturelle par rapport à la structure
de la mécanique quantique).

Pour donner les interprétations physiques de la métrique de Fubini-Study, commençons par
étudier le problème de la probabilité de trouver les mêmes résultats de mesures entre un système
dans l’état ψ et un système dans l’état φ, c’est à dire la valeur du recouvrement entre ces deux
états : |〈ψ|φ〉|2. On pose θ tel que :

cos2 θ

2
= |〈ψ|φ〉|2 = ψαφ

αφβψ
β (3.104)

Supposons que |φ〉 = |ψ〉 + d|ψ〉, c’est à dire calculons le recouvrement après un déplacement
infinitésimal.

φα = ψα + dψα (3.105)

cos2 dθ

2
=

(
1− dθ2

8
+O(dθ4)

)2

(3.106)

= 1− dθ2

4
+O(dθ4) (3.107)

ψαφ
αφβψ

β = ψα(ψ
α + dψα)(ψβ + dψβ)ψ

β (3.108)

= (ψαψ
α

︸ ︷︷ ︸
=1

+ψαdψ
α)(ψβψ

β

︸ ︷︷ ︸
=1

+dψβψ
β) (3.109)

= 1 + dψβψ
β + ψαdψ

α + ψαdψ
αdψβψ

β (3.110)
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or

φαφα = 1 ⇒ (ψα + dψα)(ψα + dψα) = 1 (3.111)

⇒ ψαψα︸ ︷︷ ︸
=1

+ψαdψα + dψαψα + dψαdψα = 1 (3.112)

⇒ ψαdψα + dψαψα = −dψαdψα (3.113)

D’où
dθ2 = 4 (dψαdψα − ψαdψαdψβψβ)︸ ︷︷ ︸

dl2

(3.114)

On retrouve la métrique de Fubini-Study. Celle-ci mesure donc la “distance quantique” entre deux
états, dans le sens où, pour deux états égaux (à une phase près) on a |〈ψ|φ〉|2 = 1 ⇒ θ = 0,
la distance entre les états est nulle, et deux états incompatibles (au sens probabiliste) |〈ψ|φ〉|2 =
0⇒ θ = π, sont fortement distants l’un de l’autre. La probabilité d’optenir les mêmes mesures (le
recouvrement entre deux états), est donc obtenue avec la distance séparant les deux états le long
d’une géodésique.

θ = 2

∫ ψ

φ
dl (3.115)

= 2

∫ ψ

φ

√
ηαβdξαdξ

β (3.116)

= 2

∫ T

0

√

ηαβ
dξα
dt

dξβ

dt
dt (3.117)

avec ηαβ = δαβ − ξαξβ (attention la métrique dépend du point considéré), ξ la géodésique entre
ξ(0) = φ et ξ(T ) = ψ
Remarquons de plus que :

|ψ(t+ dt)〉 = |ψ(t)〉 + dt∂t|ψ(t)〉 + dt2

2
∂2
t |ψ(t)〉 +O(dt3) (3.118)

= |ψ(t)〉 − ı~−1dtH|ψ(t)〉

−ı~−1dt
2

2

(
∂H

∂t
|ψ(t)〉 − ı~−1H2|ψ(t)〉

)
+O(dt3) (3.119)

〈ψ(t)|ψ(t + dt)〉 = 1− ı~−1dt〈ψ|H|ψ〉 − ı~−2 dt
2

2
〈ψ|∂H

∂t
|ψ〉

−~
−2dt

2

2
〈ψ|H|ψ〉 +O(dt3) (3.120)

|〈ψ(t)|ψ(t + dt)〉|2 = 1 + ~
−2dt2〈ψ|H|ψ〉2 − ~

−2dt2〈ψ|H2|ψ〉+O(dt3) (3.121)

= 1− ~
−2dt2∆E2 +O(dt3) (3.122)

où ∆E =
√
〈ψ|H2|ψ〉 − 〈ψ|H|ψ〉2 est la variance de l’energie (sens probabiliste), c’est à dire,

l’incertitude de mesure sur E (sens physique).
Mais |ψ(t+ dt)〉 = |ψ〉+ d|ψ〉, par conséquent :

|〈ψ(t)|ψ(t + dt)〉|2 = (1 + ψαdψ
α)(1 + ψβdψβ)) = 1− dl2 (3.123)

d’où l’on déduit que :

dl2 =
∆E2

~2
dt2 (3.124)
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dl =
∆E

~
dt (3.125)

∆E = ~
dl

dt
(3.126)

L’incertitude sur l’energie est donc la vitesse du système dans l’espace projectif. La moyenne tem-
porelle d’une quantité f étant :

f =
1

∆t

∫ ∆t

0
f(t)dt (3.127)

on a

∆E∆t =
~

2

∫ ∆t

0

dθ

dt
dt (3.128)

Pour que ψ(0) et ψ(∆t) soient quantiquement séparés, il faut qu’entre 0 et ∆t, ψ(t) ait été orthogonal
à ψ(0), c’est à dire qu’il faut que la distance entre les deux états soit supérieure ou égale à π. D’où
le principe d’incertitude de Heisenberg

∆E∆t ≥ ~π

2
(3.129)

∆E∆t ≥ h

4
(3.130)

On a de plus ∆E∆t = h
4 , si et seulement si dist(ψ(t), ψ(t + ∆t)) = π, ∀t. On a donc une évolution

avec un minimum d’incertitude, si et seulement si la trajectoire du système est une géodésique2. Ce
principe est analogue au minimum d’incertitude position-impulsion d’un paquet d’ondes gaussien.
La structure Kählerienne de la mécanique quantique a été étudiée dans de nombreux travaux dont
les principaux sont [8, 130, 7, 120, 9].

3.3.3 Cas des systèmes à deux niveaux

On s’intéresse ici au cas particulier des systèmes à deux niveaux, H = C2, comme par exemple
le spin d’un électron. Dans ce cas, comme on l’a déjà fait remarquer, l’espace de base est CP 1 ' S2.

Soit ψ = (ψ0, ψ1) ∈ C2 un état du système et w1 = ψ1

ψ0 ∈ C sa coordonnée homogène dans CP 1. La

métrique de Fubini-Study de CP 1 est alors

η =
(1 + w1w

1)− w1w
1

(1 + w1w1)2
dw1dw

1 =
dw1dw

1

(1 + w1w1)2
(3.131)

Or cette expression est précisément la représentation conforme de la métrique Riemannienne de la
sphère (cf. [35]). La structure Kählerienne de CP 1 est donc équivalente à la structure Riemannienne
de S2, et on peut donc écrire dans les coordonnées standard de S2 :

η = sin2 ϕdθ2 + dϕ2 (3.132)

avec ψ = (cos θ2 , e
ıϕ sin θ

2).

Une étude très détaillée de la géométrie de la mécanique quantique peut être trouvée dans [25].

2Cette relation d’incertitude doit être différenciée de la relation ∆E∆t ≥ ~ que l’on peut trouver dans la littérature.
Les deux relations font référence à deux situations bien distinctes. Dans le premier cas ∆t est le temps nécessaire pour
quantiquement séparer ψ(t) de ψ(t+∆t), ∆t est donc fixé par la mécanique quantique. Dans le deuxième cas, ∆t est
la fenêtre d’intégration sur laquelle on fait les mesures, un appareil expérimental ne faisant en effet pas de mesures
instantanées, il intègre sur un petit intervalle de temps. La fenêtre d’intégration ∆t est donc fixée par le matériel
expérimental (généralement ne dépendant que de la mécanique classique). Ainsi ∆E est la moyenne temporelle sur ∆t
de la variance quantique instantanée de l’énergie, alors que ∆E dans le seconde expression est la variance quantique
de l’intégration sur ∆t des mesures de l’énergie. Il existe d’autres définitions de la relation d’incertitude temps-énergie
dépendant du sens que l’on donne à ∆t, cf. [27]
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3.4 Géométrie de la mécanique quantique III : géométrie des es-
paces actifs

On revient ici au problème fondamental évoqué dans l’introduction, décrire les systèmes dyna-
miques quantiques à l’aide de petits sous-espaces vectoriels appelés espaces actifs qui se déforment
avec le temps. On a vu que le théorème adiabatique donnait une première classe d’espaces actifs se
déformant et on en verra une autre dans la partie II. On s’intéresse ici à la géométrie de ces espaces
actifs. On va trouver ici une généralisation des sections précédentes où la géométrie de la mécanique
quantique qui y est décrite, peut être assimilée à la géométrie des espaces actifs de dimension 1.

3.4.1 Phases de Aharonov-Anandan non-abéliennes

Proposition 5. Soit {ψi(0)}i un ensemble orthonormé de vecteurs. Soient ψi(t) = U(t, 0)ψi(0)
les fonctions d’onde solutions de l’équation de Schrödinger d’un système dynamique d’Hamiltonien
auto-adjoint H(t). Soit P (t) =

∑
i |ψi(t)〉〈ψi(t)| le projecteur de l’espace actif 3 se déformant S(t).

On suppose que l’évolution est cyclique par rapport à S(0), i.e. P (T ) = P (0) où T est la durée
sur laquelle on décrit la dynamique. Bien que P (T ) = P (0), ψi(T ) est en général différent de
ψi(0). Si U(t) est la transformation de jauge unitaire telle que ψi(t) =

∑
j Uji(t)ψ̃j(t) ∈ S(t) avec

ψ̃i(0) = ψi(0) et ψ̃i(T ) = ψ̃i(0), alors

U(t) = Te−ı~
−1

R t
0 E(t′)dt′−

R t
0 A(t′)dt′ (3.133)

avec Eij(t) = 〈ψ̃i(t)|H(t)|ψ̃j(t)〉 et Aij(t) = 〈ψ̃i(t)|∂t|ψ̃j(t)〉.

Preuve :

On injecte l’expression ψi =
∑

j Ujiψ̃i dans l’équation de Schrödinger ı~∂tψi = Hψi :

ı~
∑

j

U̇jiψ̃j + ı~
∑

j

Uji∂tψ̃j =
∑

j

UjiHψ̃j (3.134)

d’où en projetant cette expression sur ψ̃k

U̇ki = −ı~−1
∑

j

Uji〈ψ̃k|H |ψ̃j〉 −
∑

j

Uji〈ψ̃k|∂t|ψ̃i〉 (3.135)

U̇ = −(ı~−1E +A)U (3.136)

�

En pratique, on utilise cette proposition à l’envers ; connaissant une base orthonormée cyclique
{ψ̃i(t)}i de l’espace actif S(t), on obtient alors la fonction d’onde solution de l’équation de Schrödin-
ger à partir de U . Cette proposition est une généralisation non-abélienne de la phase de Aharonov-
Anandan, de plus on retrouve le transport adiabatique généralisé en posant que S(t) est la somme
directe de sous-espaces propres et avec la base cyclique {|a, ~R(t)〉}, pour un chemin fermé C dans
M.

3.4.2 Le fibré des espaces actifs

On s’intéresse ici à la structure géométrique qui décrit les espaces actifs de la dynamique quan-
tique. On suppose dans un premier temps, l’espace de Hilbert de dimension finie H = Cn, et

3S(t) est bien un espace actif, pour toute condition initiale prise dans S(0), la fonction d’onde reste dans S(t) au
cours du temps
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on suppose que la dynamique du système peut être décrite à l’aide d’un espace actif se défor-
mant [0, T ] 3 t 7→ S(t) de dimension M . On suppose de plus le système conservatif. Les opéra-
teurs d’évolution associés aux dynamiques, U(t, 0), peuvent être considérés comme des applica-
tions de [0, T ] dans U(n) par une représentation matricielle associée à une base de Cn pour tout
t. On choisit à chaque instant t la base suivante, B(t) = (ψ̃1(t), ..., ψ̃M (t), φ1(t), ..., φn−M (t)) où
B0(t) = (ψ̃1(t), ..., ψ̃M (t)) est une base orthonormée de S(t) et où B⊥(t) = (φ1(t), ..., φn−M (t)) est
une base orthonormée de S(t)⊥. La représentation DB(t)(U(t, 0)) de U(t, 0) dans la base B(t) est
bien une matrice unitaire d’ordre n. Mais on a supposé que S(t) était un espace actif pour la dy-
namique du système, donc une transformation en dehors de l’espace actif n’a pas d’influence sur la
fonction d’onde. Ce qui se traduit par la relation d’équivalence dans U(n), U ∼ V ⇐⇒ U = V H
avec H ∈ U(n−M) (on peut multiplier U(t, 0) par un opérateur de 〈φ1(t), ..., φn−M (t)〉 sans chan-
ger son sens physique). Il est donc clair que les opérateurs d’évolutions associés à la dynamique avec
espace actif sont des éléments de U(n)/U(n−M). Cette variété est connue dans la littérature sous
le nom de variété de Stiefel complexe VM (Cn) = U(n)/U(n −M). La variété décrivant l’évolution
sans phase non-abélienne (élément de U(M)) est alors GM (Cn) = U(n)/(U(n −M)× U(M)) dite
Grassmanienne complexe. On montre que [128]

VM (Cn) ' {Z ∈Mn×M (C)|Z†Z = IM} (3.137)

Une telle matrice Z ∈ VM (Cn) pouvant être alors interprétée comme la matrice des vecteurs d’une
base d’un espace actif, exprimés dans une base fixe de Cn, la variété de Stiefel VM (Cn) est l’espace
de tous les espaces actifs de dimension M dans Cn muni d’un choix de base :

∀Z ∈ VM (Cn) Z =



〈1|ψ1〉 ... 〈1|ψM 〉

...
. . .

...
〈n|ψ1〉 ... 〈n|ψM 〉


 (3.138)

(|1〉, ..., |n〉) étant une base orthonormale de Cn. De plus VM (Cn) est équipé d’un produit à valeurs
dansMM×M (C)

W †Z =



〈φ1|ψ1〉 ... 〈φ1|ψM 〉

...
. . .

...
〈φM |ψ1〉 ... 〈φM |ψM 〉


 (3.139)

qui nous donne la matrice des recouvrements des vecteurs de base des deux espaces actifs πU (Z) et
πU (W ) (ou la matrice de changement de base si πU (Z) = πU (W )). La Grassmannienne GM (Cn) =
VM (Cn)/U(M) est alors l’espace de tous les espaces actifs de dimension M sans choix d’une base
particulière. On montre de plus que

GM (Cn) ' {P ∈Mn×n(C)|P 2 = P,P † = P, trP = M} (3.140)

Il se dégage donc une structure de fibré principal U = (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ), avec πU(Z) =
ZZ†. Ce fibré U étant un fibré universel (cf. [128]), il est équipé d’une connexion naturelle, la
connexion de Stiefel de potentiel de jauge4

A = Z†dZ ∈ Ω1(GM (Cn), u(M)) (3.141)

Soit EU = (EU , GM (Cn),CM , πEU ) le fibré vectoriel associé U , et soit t 7→ (ψ̃1(t), ..., ψ̃M (t)) = Z̃(t)
une section de U au dessus d’un chemin t 7→ πU (Z(t)) dans GM (Cn). Le relèvement horizontal de
ce chemin passant par ψ̃i(0) ∈ EU est

ψi(t) =
∑

j

[
Te−

R t
0 Z̃

†(t′)∂t′ Z̃(t′)dt′
]

ji
ψ̃j(t) (3.142)

4Z†Z = IM ⇒ dZ†Z = −Z†dZ → A† = −A⇒ A ∈ u(M)
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Ainsi la phase de Aharonov-Anandan non-abélienne n’est que la traduction de la structure fibrée. En
résumé le cadre naturel pour étudier une théorie d’espaces actifs se déformant est le fibré principal
U = (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ) équipé de la connexion de Stiefel A. La courbure de U est alors

F = dA+A ∧A = dZ† ∧ dZ + (Z†dZ) ∧ (Z†dZ) (3.143)

elle satisfait à l’identité de Bianchi

dF + [A,F ] = 0 (3.144)

Lorsque l’espace de Hilbert est de dimension infinie, on peut définir GM (C∞) par la limite
inductive limn↓∞GM (Cn), on a alors

GM (C∞) = {P ∈ B(H)|P 2 = P,P † = P, trP = M} (3.145)

B(H) désignant l’espace de Banach des opérateurs bornés de H.

VM (C∞) = {(ψ1, ..., ψM ) ∈ HM |∀i, j 〈ψi|ψj〉 = δij} (3.146)

3.4.3 Structure Kählerienne des espaces actifs

Le fibré des espaces actifs (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ) est une généralisation du fibré de la
mécanique quantique, en effet, V1(C

n) = S2n−1 et G1(C
n) = CPn−1. Comme CPn−1, la Grass-

mannienne complexe GM (Cn) est une variété Kählerienne. Le potentiel de Kähler de cette variété
est

K =
1

2
Lndet(W †Z) (3.147)

Ln étant la valeur principale du logarithme complexe, W,Z ∈ VM (Cn). On obtient la forme de
Kähler F de GM (Cn) par la formule

F = (2ı∂∂K)�W=Z (3.148)

Proposition 6. Soit Z ∈ VM (Cn), avec ψα la α-ème colonne de Z (le α-ème vecteur de base
de l’espace actif). Soit (|i〉)i=1,...,n un base de référence de Cn. On introduit la notation suivante :

Zαi = 〈i|ψα〉 et Ziα = 〈ψα|i〉. On considère {Ziα}i,α comme un système de coordonnées pour GM (Cn).
Alors on a

F = trF = dZ
j
β ∧ dZβj − (Zγk dZ

k
β) ∧ (Z

j
γdZ

β
j ) (3.149)

Preuve :

Dans cette preuve, on adopte les conventions d’Einstein pour les indices latins (indices de l’espace
total) mais pas pour les indices grecs (indices de l’espace actif). On pose SM le groupe des
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permutations de (1, ...,M) et on désigne par (−1)σ la signature de la permutation σ ∈ SM .

detW †Z =
∑

σ∈SM

(−1)σ
M∏

α=1

W
i

σ(α)Z
α
i (3.150)

∂Ln detW †Z =
1

detW †Z

∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

W
i

σ(α)Z
α
i W

j

σ(β)dZ
β
j (3.151)

∂∂Ln detW †Z =
1

detW †Z

∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∑

γ 6=β

∏

α6=β,γ

W
i

σ(α)Z
α
i W

j

σ(β)Z
γ
kdW

k

σ(γ) ∧ dZβ
j

+
1

detW †Z

∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

W
i

σ(α)Z
α
i dW

j

σ(β) ∧ dZβ
j

− 1

(detW †Z)2




∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

W
i

σ(α)Z
α
i Z

β
j dW

j

σ(β)





∧




∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

W
i

σ(α)Z
α
i W

j

σ(β)dZ
β
j



 (3.152)

(∂∂Ln detW †Z)�W=Z =
∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∑

γ 6=β

∏

α6=β,γ

(Z†Z)α
σ(α)Z

j

σ(β)Z
γ
kdZ

k

σ(γ) ∧ dZβ
j

+
∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

(Z†Z)α
σ(α)dZ

j

σ(β) ∧ dZβ
j

−




∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

(Z†Z)α
σ(α)Z

β
j dZ

j

σ(β)





∧




∑

σ∈SM

(−1)σ
M∑

β=1

∏

α6=β

(Z†Z)α
σ(α)Z

j

σ(β)dZ
β
j



 (3.153)

=
M∑

β=1

∑

γ 6=β

Z
j

βZ
γ
kdZ

k

γ ∧ dZβ
j −

M∑

β=1

∑

γ 6=β

Z
j

γZ
γ
kdZ

k

β ∧ dZβ
j

+
M∑

β=1

dZ
j

β ∧ dZβ
j −




M∑

β=1

Zβ
j dZ

j

β



 ∧




M∑

β=1

Z
j

βdZ
β
j



 (3.154)

=

(
M∑

γ=1

Zγ
kdZ

k

γ

)
∧




M∑

β=1

Z
j

βdZ
β
j



−
M∑

β=1

Zβ
kZ

j

βdZ
k

β ∧ dZβ
j

−
M∑

β=1

M∑

γ=1

(Zγ
kdZ

k

β) ∧ (Z
j

γdZ
β
j ) +

M∑

β=1

Zβ
kZ

j

βdZ
k

β ∧ dZβ
j

+

M∑

β=1

dZ
j

β ∧ dZβ
j −




M∑

β=1

Zβ
j dZ

j

β



 ∧




M∑

β=1

Z
j

βdZ
β
j



 (3.155)

=

M∑

β=1

dZ
j

β ∧ dZβ
j −

M∑

β,γ=1

(Zγ
k dZ

k

β) ∧ (Z
j

γdZ
β
j ) (3.156)

�

On a donc comme dans la géométrie de la mécanique quantique, un lien direct entre la coubure
du fibré des espaces actifs et la forme de Kähler de la variété des espaces actifs GM (Cn) et donc
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avec sa métrique Kählerienne

dl2 = tr(dZ†dZ) + tr((Z†dZ)2) (3.157)

= tr(dZ†dZ)− tr(dZ†ZZ†dZ) (3.158)

= dZ
i
αdZ

α
i − dZ

i
αZ

β
i Z

j
βdZ

α
j (3.159)

qui est la généralisation de la métrique de Fubini-Study. La section suivante apporte l’interprétation
de cette métrique.
Remarquons que

F = trF = dZ
j
β ∧ dZβj (3.160)

car tr(A ∧A) = 0, en effet

tr(A ∧A) = Aαβ ∧Aβα (3.161)

= Aαµβdx
µ ∧Aβναdxν (3.162)

=
1

2
(AαµβA

β
ναdx

µ ∧ dxν −AαµβAβναdxν ∧ dxµ) (3.163)

=
1

2
(AαµβA

β
ναdx

µ ∧ dxν −AανβAβµαdxµ ∧ dxν) (3.164)

=
1

2
(AαµβA

β
να −AβµαAανβ)dxµ ∧ dxν (3.165)

= 0 (3.166)

3.4.4 Distances quantiques

La classe d’équivalence πU(Z) de Z = (|ψ1〉, ..., |ψM 〉) représente un espace actif de dimension
M . Le choix particulier d’un représentant de cette classe est associé à un choix particulier d’une
base (|ψi〉)i de l’espace actif. On souhaite introduire une distance dans GM (Cn) qui caractérise
la distance quantique entre deux espaces actifs. On a deux choix de distances, la première est la
distance cordale :

distch(W,Z) =
√

2
√
M − tr(W †ZZ†W ) =

√
2
√
M − ‖W †Z‖2F (3.167)

où ‖.‖F désigne la norme de Frobenius des matrices : ‖A‖2F = tr(A†A) =
∑N

i=1

∑M
j=1 |Aij |2. Le

second choix possible est la distance de Fubini-Study :

distFS(W,Z) = arccos(det(W †Z) det(Z†W )) = arccos |detW †Z|2 (3.168)

Ces deux applications sont des distances dans GM (Cn) (l’ensemble des classes d’équivalence de
VM (Cn)). On peut remarquer que

0 ≤ distch(W,Z) ≤
√

2M (3.169)

0 ≤ distFS(W,Z) ≤ π

2
(3.170)

Le fait que ces distances soient bornées reflète le fait que GM (Cn) est une variété compacte. L’in-
terprétation en tant que distances quantiques de ces applications vient d’une part du fait que si W
et Z représentent le même espace actif, i.e. W = ZU avec U ∈ U(M), alors les distances entre W
et Z sont nulles, et d’autre part de la propriété suivante.

Propriété 8. Soit E1 un espace actif représenté par W et E2 un espace actif représenté par Z.
Alors distch(W,Z) =

√
2M si et seulement si E1⊥E2 et distFS(W,Z) = π

2 si et seulement si
E⊥1 ∩ E2 6= {0} ou E⊥2 ∩ E1 6= {0}.
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Preuve :

tr(W †ZZ†W ) = 0 ⇐⇒
∑

i,j

|〈ψi|φj〉|2 = 0 ⇐⇒ ∀i, j 〈ψi|φj〉 = 0 (3.171)

Ce qui prouve que distch(W,Z) = 0 ⇐⇒ E1⊥E2.
Si detW †Z = 0 alors les vecteurs colonnes de W †Z ne sont pas linéairement indépendants, donc
∃αi tels que

∑
j αj〈φi|ψj〉 = 0, ∀i. Soit |ψ̃〉 =

∑
j αj |ψj〉, ∀φ ∈ E1 on a 〈φ|ψ̃〉 = 0, et donc

ψ̃ ∈ E⊥
1 . On en conclut que detW †Z = 0⇒ E⊥

1 ∩ E2 6= {0}.
On suppose que ∃ψ̃ ∈ E⊥

1 ∩ E2, ψ̃ 6= 0. Puisque (ψj)j est une base orthonormale de E2

on a ψ̃ =
∑

j αj |ψj〉 avec αj = 〈ψj |ψ̃〉. Puisque ψ̃ ∈ E⊥
1 on a ∀i, 〈φi|ψ̃〉 = 0 et donc ∀i∑

j αj〈φi|ψj〉 = 0. Les vecteurs colonnes de W †Z ne sont donc pas linéairement indépendants,

ce qui prouve que E⊥
1 ∩ E2 6= {0} ⇒ detW †Z = 0. �

Les deux distances sont donc associées aux deux notions d’incompatibilité quantique d’espaces
actifs : deux espaces actifs sont incompatibles au sens fort s’ils sont orthogonaux (la probabilité
d’obtenir les mêmes mesures expérimentales sur un système dans un état de E1 et sur un système
dans un état de E2 est nulle), et incompatibles au sens faible si E⊥1 ∩E2 6= {0} (il existe un état de
E1 pour lequel la probabilité d’obtenir les mêmes résultats qu’avec un système dans un état de E2

est nulle). Pour comprendre la différence géométrique entre ces deux distances, on considère le cas
n = 2 et M = 1. On a alors G1(C

2) = CP 1 ' S2. L’espace des espaces actifs est la sphère. Dans ce
cas les distances sont

distch(φ,ψ) =
√

2
√

1− |〈ψ|φ〉|2 (3.172)

distFS(φ,ψ) = arccos |〈ψ|φ〉|2 (3.173)

Soit ψ ∈ CP 1 un vecteur normé sans phase. On peut écrire

ψ =

(
sin θ1e

ıϕ1

cos θ1

)
=

(
sin θ1 cosϕ1 + ı sin θ1 sinϕ1

cos θ1

)
(3.174)

On peut alors associer à ψ un vecteur ~v1 de R3 :

~v1 =




sin θ1 cosϕ1

sin θ1 sinϕ1

cos θ1



 (3.175)

On voit que le vecteur ~v1 trace la surface d’une sphère de rayon 1 (on a explicitement le difféomor-
phisme entre CP 1 et S2). Avec ~v2 associé de même avec φ, on a

distch(ψ, φ) =
√

2
√

1− ~v1 · ~v2 = ‖~v1 − ~v2‖ (3.176)

distFS(ψ, φ) = arccos~v1 · ~v2 (3.177)

La distance de Fubini-Study est la distance sur la surface de la sphère alors que la distance cordale
est la distance dans R3, voir figure 3.1.

Propriété 9. Les deux distances quantiques induisent la métrique Kählerienne de GM (Cn).

Preuve :

distch(Z,Z + dZ)2 = 2(M − tr(Z†(Z + dZ)(Z† + dZ†)Z)) (3.178)

= 2(M − tr((1 + Z†dZ)(1 + dZ†Z))) (3.179)

= 2tr(−Z†dZ − dZ†Z)− tr(Z†dZdZ†Z) (3.180)

= 2tr(dZ†dZ)− 2tr(Z†dZdZ†Z) (3.181)

= 2dl2 (3.182)
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v1

v2

dFS(φ,ψ)

dch(φ,ψ)

ψ

φ

Fig. 3.1 – Comparaison entre la distance cordale et la distance de Fubini-Study sur CP 1 ' S2

on a utilisé la propriété (Z† + dZ†)(Z + dZ) = 1 ⇐⇒ dZ†dZ + Z†dZ + dZ†Z = 0.
On rappelle que si ‖A‖ est au voisinage de zero et si A est diagonalisable alors

det(1 +A) = 1 + trA+
1

2
((trA)2 − tr(A2)) +O(‖A‖2) (3.183)

alors

cos distFS(Z,Z + dZ) = det(1 + Z†dZ) det(1 + dZ†Z) (3.184)

= (1 + trZ†dZ +
1

2
(trZ†dZ)2 − 1

2
tr(Z†dZ)2 +O(‖dZ‖3))

×(1 + trdZ†Z +
1

2
(trdZ†Z)2 − 1

2
tr(dZ†Z)2

+O(‖dZ‖3)) (3.185)

= 1 + trZ†dZ + trdZ†Z + (trZ†dZ)(trdZ†Z) +
1

2
(trZ†dZ)2

−1

2
tr(Z†dZ)2 +

1

2
(trdZ†Z)2 − 1

2
tr(dZ†Z)2

+O(‖dZ‖3) (3.186)

= 1− tr(dZ†dZ)− (trZ†dZ)2 + (trZ†dZ)2

−tr(Z†dZ)2 +O(‖dZ‖3) (3.187)

= 1− tr(dZ†dZ)− tr(Z†dZ)2 +O(‖dZ‖3) (3.188)

' 1− dl2 (3.189)

Comme cos distFS(Z,Z + dZ) ' 1− distF S(Z,Z+dZ)2

2 on a distFS(Z,Z + dZ)2 ' 2dl2. �

Soit C une géodésique pour la métrique dl2 dans GM (Cn) reliant Z et W alors

∫

C
dl =

1√
2
distFS(Z,W ) (3.190)

GM (Cn) ⊂ Mn×n(C). De plus WW † est auto-adjoint, donc GM (Cn) ⊂ Rn2
(un point ~vW de

Rn2
étant la liste des parties réelles et imaginaires des composantes (WW †)ij pour j ≤ i), GM (Cn)

est une sous-variété de cet espace, que l’on appellera espace universel généralisé. On équipe Rn2
de
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la métrique Euclidienne. Pour tout WW † ∈ GM (Cn), comme W †W = IM , on a

(WW †)ij(WW †)ji = Wα
j W

i
αW

β
i W

j
β (3.191)

= W
i
αW

β
i W

j
βW

α
j (3.192)

= δβαδ
α
β (3.193)

= M (3.194)

d’où

distch(WW †, ZZ†) =
√

2
√
M − (W †ZZ†W )αα (3.195)

=
√

2

√
M −W i

αZ
β
i Z

j
βW

α
j (3.196)

=
√

2M − 2(WW †)ij(ZZ
†)ji (3.197)

=
√

(WW †)ij(WW †)ji + (ZZ†)ij(ZZ
†)ji − 2(WW †)ij(ZZ

†)ji (3.198)

=
√

(WW † − ZZ†)ji (WW † − ZZ†)ij (3.199)

=
√

(~vW − ~vZ) · (~vW − ~vZ) (3.200)

= ‖~vW − ~vZ‖ (3.201)

La distance cordale est donc la distance à travers l’espace universel généralisé Euclidien, alors
que la distance de Fubini-Study est la distance sur la surface de GM (Cn). Notons que les symétries
de l’Hamiltonien peuvent réduire la taille de l’espace universel généralisé, car on peut ne considérer
que les matrices GM (Cn) de même symétrie.

3.4.5 Dynamique géodésique

On s’intéresse ici au sens des géodésiques de la métrique Kählerienne de GM (Cn). Soit Ψ(t) ∈
VM (Cn) telle que Ψ(t) = (|ψ1(t)〉, ..., |ψM (t)〉) où |ψa(t)〉 est la solution de l’équation de Schrödinger
pour la condition initiale ψa(0) dans l’espace actif au temps t = 0. La forme de ψa(t) par rapport
à une base de l’espace actif se déformant est donnée par la formule de transport parallèle associée
à la phase de Aharonov-Anandan non-abélienne. L’Hamiltonien H(t) du système dynamique peut
être considéré comme une matrice carrée d’ordre n. On a alors

ı~
dΨ

dt
= HΨ Ψ†Ψ = IM (3.202)

Généralisant de CPn−1 vers GM (Cn), l’idée de Anandan et Aharonov [9] on a

Ψ(t+ dt) = Ψ(t) +
∂Ψ

∂t
dt +

∂2Ψ

∂t2
dt2

2
+O(dt3) (3.203)

= Ψ− ı~−1HΨdt− ı~−1

(
∂H

∂t
Ψ− ı~−1H2Ψ

)
dt2

2
+O(dt3) (3.204)

Ψ(t)†Ψ(t+ dt) = 1− ı~−1Ψ†HΨdt− ı~−1Ψ†
∂H

∂t
Ψ
dt2

2
− ~
−2Ψ†H2Ψ

dt2

2
+O(dt3) (3.205)

|detΨ(t)†Ψ(t+ dt)|2 = 1− ~
−2tr(Ψ†H2Ψ)dt2 − ~

−2(trΨ†HΨ)2dt2 +

~
−2tr(Ψ†HΨ)2dt2 + ~

−2(trΨ†HΨ)2dt2 +O(dt3) (3.206)

= 1− ~
−2tr(Ψ†H2Ψ)dt2 + ~

−2tr(Ψ†HΨ)2dt2 +O(dt3) (3.207)
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d’où

dl2 =
~−2

2
(tr(Ψ†H2Ψ)− tr(Ψ†HΨ)2) (3.208)

=
~−2

2

M∑

a=1

(
〈ψa|H2|ψa〉 −

M∑

b=1

|〈ψa|H|ψb〉|2
)
dt2 (3.209)

=
~−2

2

(
M∑

a=1

∆aE
2 − 2

M∑

a=1

∑

b<a

|〈ψb|H|ψa〉|2
)
dt2 (3.210)

On peut interpréter ∆IE
2 =

∑
a ∆aE

2 − 2
∑

a

∑
b<a |〈ψb|H|ψa〉|2 comme l’incertitude globale

sur l’énergie dans l’espace actif. Notons que cette formule diffère de la formule usuelle de l’incertitude
totale : ∆E2 =

∑
a ∆aE

2 − 2
∑

a

∑
b<a〈ψa|H|ψa〉〈ψb|H|ψb〉. Soit ∆IE = 1

∆T

∫ ∆T
0 ∆IEdt, on a la

relation

∆IE∆T = ~

∫ ∆T

0

√
2
dl

dt
dt = ~distFS(Ψ(0),Ψ(∆T )) (3.211)

si la dynamique suit une géodésique entre 0 et ∆T . Comme on l’a déjà dit, deux espaces actifs S1

et S2 sont quantiquement séparés (au sens faible) si S2 ∩ S⊥1 6= {0} ⇐⇒ distFS(S1, S2) = π
2 . Si

∆T désigne la durée nécessaire pour que l’espace actif se déformant auquel appartient Ψ(t), c’est
à dire S(t), change significativement (durée nécessaire pour séparer S(0) de S(∆T )), alors on a la
relation d’incertitude de Heisenberg temps-énergie suivante

∆IE∆T ≥ π~

2
(3.212)

Le minimum de cette relation d’incertitude est obtenue pour une dynamique suivant une géodésique
dans GM (Cn).

3.4.6 Classification universelle

Le fibré des espaces actifs U = (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ) est un fibré 2n(n−M)-universel.
On considère aussi le fibré adiabatique P = (P,M, U(M), πP ) associé au transport adiabatique
dégénéré. Si la variété des paramètres adiabatiques M a une structure d’espace cellulaire d’ordre
inférieur à 2n(n − M), on a, de par le théorème de classification universelle (cf. annexe B), le
diagramme commutatif suivant

P
f∗←−−−− VM (Cn)

πP

y
yπU

M f−−−−→ GM (Cn)

En remarquant queGM (Cn) peut être assimilé à l’ensemble des projecteurs orthogonaux d’ordre
M de Cn, l’application universelle est

f :
M → GM (Cn)
~R 7→ P (~R) =

∑M
a=1 |a, ~R〉〈a, ~R|

ou en introduisant la matrice T (~R) des vecteurs propres de H générant l’espace actif adiabatique,
on a l’expression matricielle

f :
M → GM (Cn)
~R 7→ T (~R)T †(~R)
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Remarque : dans la section consacrée à la structure géométrique du transport adiabatique non-
abélien, on a identifié les points de P à des matrices, cette identification n’est autre que l’application
f∗.

Il est important de remarquer le cas spécial où l’espace actif adiabatique est un sous-espace
propre associé à une unique valeur propre dégénérée. Ce cas a été étudié par Bohm et Mostafazadeh
dans [21], où la relation entre phase de Berry non-abélienne standard (associée à une unique valeur
propre) et phase de Aharonov-Anandan a été découverte (cette section est une généralisation aux
problèmes des espaces actifs de ce travail). Soit Ψ(t) ∈ VM (Cn) la matrice des solutions de l’équation
de Schrödinger pour toutes les conditions initiales pures, pour l’instant sans supposer l’adiabaticité.
Soit PΨ(t) = Ψ(t)Ψ(t)† = πU (Ψ(t)) ∈ GM (Cn) le projecteur sur l’espace actif engendré par les M
fonctions d’onde. On a alors

ı~
dΨ

dt
= HΨ (3.213)

−ı~dΨ
†

dt
= Ψ†H† (3.214)

d’où

ı~
dPΨ

dt
= ı~

dΨ

dt
Ψ† + ı~Ψ

dΨ†

dt
(3.215)

= HΨΨ† −ΨΨ†H (3.216)

= [H,PΨ] (3.217)

On voit donc que PΨ doit satisfaire à l’équation de Schrödinger-von Neumann ı~dPΨ
dt = [H(t), PΨ(t)].

Si on suppose l’hypothèse adiabatique, on a alors PΨ(t) = f(~R(t)) = T (~R(t))T (~R(t))† = P (~R(t)).
Or HP = EP et PH = PE où E est la matrice diagonale des valeurs propres sélectionnées par le
théorème adiabatique. d’où [H,P ] = [E,P ]. Mais si le théorème adiabatique, ne sélectionne qu’une
seule valeur propres En, on a [H,En] = 0 et donc Pψ est indépendant du temps. Ce problème
est interprété par Bohm et Mostafazadeh comme le fait qu’il n’existe pas rigoureusement, à part
les systèmes stationnaires, de système adiabatique pur5 (par “pur” on entend ne faisant intervenir
qu’une unique valeur propre). Pour résoudre ce problème, Bohm et Mostafazadeh introduisent une
application différentiable F : M → M, modélisant l’approximation faite par l’hypothèse adiaba-
tique, et posent comme nouvelle application universelle f̃ = f ◦ F , [21].

Dans les cas qui nous intéressent en photodynamique, l’hypothèse adiabatique porte sur plu-
sieurs valeurs propres distinctes. Cette hypothèse est aussi en général une approximation, mais
généralement beaucoup moins grossière que l’approximation adiabatique pure. En particulier elle
ne produit pas de problème aussi drastique (en général [P,E] 6= 0). Néanmoins, il est possible comme
le font Bohm et Mostafazdeh, d’introduire une application F (que nous appellerons application de
Bohm-Mostafazadeh) qui modélise l’approximation. Si la dimension de l’espace actif est suffisante,
F est presque égale à l’identité. Dans la partie II on introduira une mesure de l’adiabaticité fonc-
tion de la dimension de l’espace actif, qui permet de nous assurer que cette dimension est suffisante.

L’application f va nous permettre de munir la variété de contrôle, d’une métrique naturelle. En
effetM n’est pas à l’origine munie d’une telle métrique (c’est une variété “molle”). Considérons, par
exemple, que les paramètres de contrôle sont l’amplitude E et la fréquence ω d’un laser. La norme
Euclidienne du vecteur ~R = (E,ω) n’a pas de sens physique, ‖~R‖ =

√
E2 + ω2, puisqu’on ajoute

des quantités qui sont de natures physiques différentes. Par contre en munissant M du pull-back

5Bohm et Mostafazadeh n’emploient pas l’adjectif “pur”, puisqu’ils utilisent le terme adiabatique au sens orthodoxe,
ici on ajoute ce qualificatif car on étend l’usage du terme adiabatique aux cas où plusieurs valeurs propres interviennent
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de η (la métrique Kählerienne de GM (Cn)) on muni M d’une métrique qui mesure la distance
quantique parcourue par le système, lorsqu’on fait varier les paramètres de contrôle. On rappelle
que

η = dZ
i
αdZ

α
i − dZ

i
αZ

β
i Z

j
βdZ

α
j (3.218)

d’où la métrique deM

f∗η =
∂T

i
α

∂Rµ
∂Tαi
∂Rν

dRµdRν − T βi T
j
β

∂T
i
α

∂Rµ
∂Tαj
∂Rν

dRµdRν (3.219)

=

M∑

α=1

∂〈α, ~R|
∂Rµ

∂|α, ~R〉
∂Rν

dRµdRν

−
M∑

α,β=1

〈β, ~R| ∂
∂Rµ
|α, ~R〉〈β, ~R| ∂

∂Rν
|α, ~R〉dRµdRν (3.220)

Le champ de formes bilinéaires f∗η est bien une métrique (définie positive en tout point) si
f est une immersion de M dans GM (Cn), si ce n’est pas le cas, on aura des vecteurs tangents
isotropes qui indiqueront des directions de variations des paramètres de contrôle n’ayant aucun
effet. Un chemin de points distincts dansM, pourrait alors être de “longueur” nulle, traduisant le
fait que tout au long de ce chemin l’espace actif n’a pas changé, et donc que cette variation des
paramètres est sans efficacité. f∗η apporte donc toujours des informations physiques sur le système
photodynamique. Dans la suite, même quand f n’est pas une immersion, on fera l’abus de langage
consistant à appeler f∗η métrique (abus fort courant en physique, puisqu’en relativité, la métrique
de Minkowski et toutes les métriques solutions de l’équation d’Einstein de la relativité générale, ne
sont pas définies positives et ne sont donc pas rigoureusement des métriques).

À partir de ce point, on peut donner une théorie générale des espaces actifs se déformant
comme étant la donnée d’une application f d’une variété M vers GM (Cn). M étant la variété
des paramètres avec lesquels se déforme l’espace actif, c’est l’interprétation physique du modèle. f
est alors la fonction qui associe à un point de M, l’espace actif correspondant, f relie le système
quantique (décrit par GM (Cn)) au dispositif expérimental (décrit par M). Le problème est de
trouver explicitement l’espace actif (trouver une base) et avoir une interprétation physique deM.
C’est le grand intérêt de l’hypothèse adiabatique qui nous fournit directement le couple (M, f).
Mais d’autres cas sont envisageables.

3.5 Géométrie de la mécanique quantique IV : cas des systèmes

dissipatifs

Dans les sections précédentes, on s’est restreint au cas des systèmes conservatifs. La modification
de la structure géométrique des espaces actifs au cas d’un système dissipatif est donnée dans cette
section.

3.5.1 Le modèle universel dissipatif

Le fibré universel associé aux fibrés principaux de groupe GL(M,C) est
(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) où GM (Cn) est toujours la Grassmanienne complexe et
V 0

M (Cn) est la variété de Stiefel complexe non-compacte. On notera que

V 0

M (Cn) ' VM (Cn)× T (M,C) (3.221)
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où VM (Cn) ' U(n)/U(n − M) est la variété de Stiefel complexe compacte et T (M,C) est la
variété des matrices triangulaires supérieures d’ordre M à éléments diagonaux positifs. On notera
que V 0

1 (Cn) = Cn \ {0}. Le passage du fibré universel conservatif (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU )
vers le fibré universel dissipatif (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) se fait par extension6 de groupe
U(M) ⊂ GL(M,C). Rappelons le principe de l’extension, soit G un groupe et H un sous-groupe de
G. Soit (Q,M,H, πQ) un fibré principal. L’extension de groupe de ce fibré est (P,M,G, πP ) avec

P = Q×H G (3.222)

où H agit à gauche sur Q par action canonique et à droite sur G par la loi de groupe (g 7→ hg).
On a bien en effet V 0

M (Cn) = VM (Cn)×U(M) GL(M,C) en considérant le théorème suivant.

Théorème 5 (Théorème de décomposition polaire). Soit H un espace de Hilbert et V un opérateur
borné de H. Alors il existe une isométrie partielle U (U ∈ U(kerU⊥)) telle que

V = U |V | |V | =
√
V †V (3.223)

avec kerU = ker V .

Preuve : cf. [124] �

Soit V (t, 0) l’opérateur d’évolution du système dissipatif, V (t, 0) ∈ GL(M,C)⇒ V est inversible
⇒ kerV = {0} ⇒ kerU = {0} ⇒ U ∈ U(M). L’évolution dissipative V (t, 0) correspond bien à
une évolution conservative U(t, 0) (évolution interne à l’espace de configuration V1), à laquelle on
adjoint un opérateur de propagation de V1 vers V2 qui modélise la fuite du flux quantique en dehors
de V1.

3.5.2 Groupe compact vs groupe non-compact

Considérons le groupe
H = {U(t, 0), t ∈ R} (3.224)

H est un sous-groupe de G (avec G = U(M) si le système est conservatif ou G = GL(M,C) si il
est dissipatif). On s’intéresse également à l’espace géométrique des états du système, V = VM (Cn)
pour un système conservatif ou V = V 0

M (Cn) pour un système dissipatif.
On s’intéresse à la notion physique d’états liés et d’états se propageant. Cette notion est bien
définie dans le cas d’un Hamiltonian indépendant du temps ; un état est lié si c’est un état propre
associé à une valeur propre du spectre discret, c’est un état se propageant si il est associé au spectre
essentiel. Pour un système dynamique avec un Hamiltonien dépendant du temps, la notion d’états
liés ou d’états se propageant dépend de l’évolution dans le temps de cet état. Ainsi dans le modèle
Hilbertien de dimension infinie de la mécanique quantique, un état ψ est lié dans le futur, si pour
une suite (Pn)n∈N d’opérateurs bornés convergeant fortement vers 1, on a

lim
n→+∞

sup
t>0
‖(1− Pn)U(t, 0)ψ‖ = 0 (3.225)

de même un état ψ se propage si

∀n ∈ N, lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
‖PnU(t, 0)ψ‖dt = 0 (3.226)

En général le caractère lié ou se propageant d’un vecteur dépend de la suite (Pn)n choisie7. Dans
notre modèle adiabatique, pour des raisons évidentes de cohérence, on souhaite une définition qui
soit géométrique et non plus analytique. On adopte alors la définition suivante

6certains auteurs disent élargissement
7cette suite peut être vue comme une suite de projecteurs associés aux mesures expérimentales faites sur le système

afin de déterminer à chaque instant l’état de celui-ci
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Définition 5 (Définition géométrique des états liés). Soit V la variété décrivant l’espace des états
du système. Un état ψ0 ∈ V est dynamiquement lié si la sous-variété de V

{U(t, 0)ψ0, t ∈ R} = Hψ0 (3.227)

est compacte8. Le surlignage signifiant la fermeture topologique dans la topologie de V.
ψ0 est dit se propageant si Hψ0 est non-compact.

Si l’orbite dynamique de ψ0 est compacte, c’est en quelque sorte comme si ψ(t) ne s’éloignait
“pas trop” de ψ0, ce que l’on peut bien considérer comme un état lié. Cette définition est en ac-
cord avec le cas stationnaire. Soit E ∈ R une valeur propre indépendante du temps à laquelle est
associée ψ0 comme vecteur propre. Hψ0 = {e−ı~−1Etψ0}t∈R = {e−ı~−1Etψ0}t∈[0,h/E] ⊂ S2N−1 est

compacte car on peut la recouvrir par le système de deux cartes {] − ε, h
2E + ε[, ] h2E − ε, hE + ε[}.

A l’inverse, si E − ıΓ2 est une valeur propre (continuum après application des potentiels optiques),

Hψ0 = {e− ~
−1

2
Γte−ı~

−1Etψ0}t∈R
⊂ CN \ {0} n’est pas compacte.

Rappelons la propriété suivante des systèmes dynamiques quantiques :

Propriété 10. Soient

Mbd
± (Pn) = {ψ ∈ H, lim

n→+∞
sup
t≷0
‖(1− Pn)U(t, 0)ψ‖ = 0} (3.228)

Hp± = {ψ ∈ H, {U(t, 0)ψ, t ≷ 0} est compact} (3.229)

dans cette dernière expression la fermeture topologique est prise dans la topologie forte de H. Si
(Pn)n est une suite d’opérateurs relativement compacte9 par rapport à U(t, 0), alors

Hp± =Mbd
± (Pn) (3.230)

Dans le cas qui nous intéresse, où on se restreint à l’espace actif de dimension M , il est ju-
dicieux de choisir (Pn) comme une suite d’opérateurs de l’espace actif. (Pn) étant alors une suite
d’opérateurs de rang fini (et donc compact), elle est donc automatiquement relativement compacte
à U(t, 0). Ainsi les états, tels que {U(t, 0)ψ, t ∈ R} soit compact, sont des états liés. De plus, la
topologie de V étant induite par la topologie forte de H par passage au quotient, la définition
géométrique des états liés cöıncide avec la définition analytique. On peut de plus montrer que
l’ensemble des états satisfaisant à la définition analytique des états se propageant Mf

±(Pn) est le
supplémentaire orthogonal deMbd

± (Pn), ce qui montre que les définitions analytique et géométrique
des états se propageant cöıncident.

Dans le cas d’un système conservatif, H est un sous-groupe fermé de G, G est compact donc
H l’est aussi (tout sous-espace fermé d’un compact est compact). On a alors Hψ0 ' H/J qui est
toujours compact10, J étant le sous-groupe d’isotropie de ψ0. Ainsi tous les états sont liés. Ce qui
n’est pas le cas pour G non-compact. Notons que pour un système dissipatif, on a possiblement
limt→+∞ ψ(t) = 0, or l’état nul 0 ne fait pas partie de la variété de Stiefel, ψ converge alors en
dehors de V 0

M (Cn), d’où la non-compacité de Hψ0.

8de manière équivalente, ψ0 est un état lié si il existe K un compact de V tel que Hψ0 ⊂ K
9(Pn) est relativement compacte à U(t, 0) si ∀t, ∀ψ ∈ H, ∀n ∈ N, {PnU(t, 0)ψ, t ∈ R} est compact. La fermeture

topologique étant dans la topologie forte de H.
10f : E → F continue alors si E est compact f(E) est compact, la projection canonique H → H/J est une

application continue
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3.5.3 Classification universelle

Le fibré U0 = (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) étant universel, il existe f liant le fibré des es-
paces actifs d’une dynamique dissipative, au fibré adiabatique dissipatif P0 = (P0,M, GL(M,Cn), πP ) :

P0
f∗←−−−− V 0

M (Cn)

πP

y
yπU

M f−−−−→ GM (Cn)

avec

f :
M → GM (Cn)
~R 7→ ∑M

a=1 |a, ~R〉〈a∗, ~R|
ou avec les notations matricielles

f :
M → GM (Cn)
~R 7→ T (~R)T−1(~R)

On équipe le fibré U0 = (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) de la connexion définie par le po-
tentiel de jauge AU (ZZ−1) = Z−1dZ ∈ Ω1(GM (Cn), gl(M,C)) avec Z ∈ V 0

M (Cn) considéré comme

un ensemble de matrices. On a bien AP (~R) = T−1(~R)dMT (~R) = f∗AU . Le choix de AU est, comme
le montre le résultat suivant, tout à fait naturel.

Théorème 6. La connexion de (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) définie par le potentiel de jauge
A = Z−1dZ est une connexion universelle pour les fibrés à groupe structural GL(M,C).

Preuve :

Pour démontrer ce fait, on a besoin d’un résultat issu de la démonstration du théorème 1 réf.
[115].

Théorème 7 (Théorème de Narasimhan-Ramanan pour les fibrés principaux à groupe non–
compact). Soit G un groupe de Lie connexe. Soit F un G-fibré principal k-universel d’espace
total F équipé d’une connexion de 1-forme γ1 ∈ Ω1(F, g). Soit E un autre G-fibré principal
d’espace total E et α0 ∈ Ω1

B(E, g) une forme basique de E (une forme Ad(G)-équivariante ho-
rizontale). Soit B = F × E le fibré principal produit direct (B = E × F avec l’action de groupe
(e, f)g = (eg, fg)). Soient Pr1 : E × F → E et Pr2 : E × F → F les projections canoniques.
Alors γ0 = Pr∗1γ1 + Pr∗2α0 est une connexion universelle.

On rappelle que V 0

M (Cn) = VM (Cn) ×U(M) GL(M,C). Soit q la projection VM (Cn) ×
GL(M,C)→ V 0

M (Cn). On a alors

q∗ : T(x,g)(VM (Cn)×GL(M,C)) ' TxVM (Cn)⊕ TgGL(M,C)→ Tq(x,g)V
0

M (Cn) (3.231)

Or
TxVM (Cn) = HxVM (Cn)⊕ VxVM (Cn) ' HxVM (Cn)⊕ u(M) (3.232)

ici HxVM (Cn) est l’espace tangent horizontal de la connexion universelle de
(VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ). De même TgGL(M,C) ' gl(M,C). Imq∗ = Tq(x,g)V

0

M (Cn) car q
définit V 0

M (Cn). q est la projection associée à la relation d’équivalence dans VM (Cn)×GL(M,C),
(x, g) ∼ (xh, h−1g) avec h, g ∈ GL(M,Cn) et x ∈ VM (Cn). La relation d’équivalence induite
dans TVM (Cn)⊕TGL(M,C) est (u,X) ∼ (u+Y,X−Y ) avec u ∈ TVM (Cn) et X,Y ∈ gl(M,C).
D’où si X ∈ u(M) ' V VM (Cn) et Y ∈ gl(M,C), (X,Y ) ∼ (X − Y, 0). En introduisant j l’injec-
tion canonique de u(M) dans gl(M,C), on a

q∗ :
u(M)⊕ gl(M,C) → gl(M,C)

X ⊕ Y 7→ j(X) + Y

q∗(u(M)⊕gl(M,C)) = gl(M,C). On a donc Tq(x,g)V
0

M (Cn) ' q∗HxVM (Cn)+gl(M,C). ker q∗ =
{X ⊕ j(−X), X ∈ u(M)} ⊂ u(M)⊕ gl(M,C). On introduit alors le résultat suivant.
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Soient f : E → F une application linéaire entre deux espaces vectoriels telle que f(E) = F ,
E = V1 ⊕ V2 et ker f ⊂ V2. On a F = f(V1) + f(V2). Soit x ∈ f(V1) ∩ f(V2). ∃y1 ∈ V1 tel
que f(y1) = x et ∃y2 ∈ V2 tel que f(y2) = x. D’où f(y1) − f(y2) = 0 ⇒ f(y1 − y2) = 0 ⇒
y1 − y2 ∈ ker f ⇒ y1 ∈ ker f + V2 = V2 car ker f ⊂ V2. D’où y1 ∈ V1 ∩ V2 = {0}, y1 = 0 donc
x = f(y1) = 0. On en déduit que f(V1) ∩ f(V2) = {0} et donc F = f(V1)⊕ f(V2).
En utilisant ce résultat, on a Tq(x,y)V

0

M (Cn) ' q∗HxVM (Cn) ⊕ gl(M,C). On peut donc poser
Hq(x,g)V

0

M (Cn) = q∗HxVM (Cn).
Soit ω = π∗

UA ∈ Ω1(VM (Cn), u(M)) où A est le potentiel de jauge de la connexion universelle
de (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ). ω est une forme horizontale (puisque si (P,M,G, π) est un
fibré principal π∗Ω∗M ⊂ Ω∗

i=0P ). Soit g ∈ GL(M,C) la trivialisation locale d’une section φ de
(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ). On introduit le résultat suivant [115] :

Corollaire 1. Soit H un sous-groupe de G. P un H-fibré principal et Q son extension de
groupe. Soit la projection de l’extension q : P × G → P ×H G = Q et i : P → Q telle que
i(x) = q(x, e) (e identité de G). Soit α ∈ Ω∗(P, h) une forme Ad(H)-équivariante. Alors α′

(x,g) =

Ad(g−1)(Pr∗1α)x,g ∈ Ω∗(P × G, g) est une forme Ad(G)-équivariante. Il existe α̃ ∈ Ω∗(Q, g)
Ad(G)-équivariante telle que q∗α̃ = α (α̃q(x,g)({q∗Xi}) = αx,g({Xi}) avec Xi ∈ T(x,g)(Q×G)).

D’où g−1ω̃g ∈ Ω1(V 0

M (Cn), gl(M,C)) est Ad(GL(M,C))-équivariante avec ω̃q(x,g)(q∗X) =
ωx(X) et X ∈ TxVM (Cn) (q∗ω̃ = ω). Donc g−1ω̃g est basique.

Soit α0 = g−1dV g (où dV est la différentielle extérieure de V 0

M (Cn)). α0 est par construc-
tion Ad(GL(M,C))-équivariante et verticale, c’est donc une 1-forme de connexion pour
(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) (la connexion plate). Or d’après le théorème cité en dé-
but de démonstration Pr∗1g

−1dV g + Pr∗2g
−1ω̃g est une connexion universelle dans U0 × U0.

Soit k : V 0

M (Cn) × V 0

M (Cn) → V 0

M (Cn) la projection de la relation d’équivalence ∀x, y ap-
partenant à la même fibre de V 0

M (Cn), (x, y) ∼ (xg, yg−1), g ∈ GL(M,C). La 1-forme de
connexion κ telle que k∗κ = Pr∗1g

−1dV g + Pr∗2g
−1ω̃g est une connexion universelle dans

(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) avec kerκq(x,g) = Hq(x,g)V
0

M (Cn) = q∗HxVM (Cn). Soit σ
la section de (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU ) avec laquelle on définit A, soit la section τ de
(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) définie par ∀x ∈ GM (Cn), τ(x) = φ(x)σ(x). Le potentiel
de jauge de la connexion universelle κ pour cette section est alors

A0 = κ ◦ τ∗ = g−1Ag + g−1dGg = g−1Z†dZg + g−1dGg = (Zg)−1d(Zg) (3.233)

où dG est la différentielle extérieure de GM (Cn), Z ∈ VM (Cn) et Zg ∈ V 0

M (Cn). �

3.6 Comparaison des systèmes dynamiques quantiques et des sys-
tèmes dynamiques classiques

Dans cette partie, on montre que la formulation géométrique des systèmes dynamiques quan-
tiques, introduite dans les sections précédentes, est très analogue à la théorie des systèmes dyna-
miques classiques.

3.6.1 Rappels sur les systèmes dynamiques classiques

On considère un système dynamique classique, d’espace de configuration R. L’espace total du
fibré tangent à R, TR, est l’espace des phases S du système dynamique classique. On munit S
du système de coordonnées (q1, ..., qn, p1, ..., pn), que l’on notera pour simplifier (q, p) ; pi étant le
moment conjugué de qi. S a une structure de variété symplectique, c’est à dire que dimS est paire
et il existe une 2-forme ω ∈ Ω2S, fermée et non-dégénérée, i.e. dω = 0 et det(ωij) 6= 0 ((ωij) étant
la matrice carrée des compostantes de la 2-forme ω). ω porte le nom de forme symplectique de S.
Dans le cas usuel d’un système de n particules matérielles, S = R2n, et on équipe S de λ, appelée
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1-forme de Poincaré, et définie par
λ = pidq

i (3.234)

La 2-forme de Poincaré ω = dλ est la forme symplectique de S.

ω = dpi ∧ dqi (3.235)

L’espace des observables du système dynamique classique est C∞(S,C), qui est équipé du crochet
de Poisson :

∀f, g ∈ C∞(S,C) {f, g} =
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
(3.236)

Soit H(q, p) ∈ C∞(S,C), l’Hamiltonien du système dynamique classique, supposé dans un pre-
mier temps indépendant du temps. Soit X(t) = Xi(t) ∂

∂qi
+ Xi(t)

∂
∂pi
∈ TS, le champ de vecteurs

tangents à une courbe t 7→ (q(t), p(t)) de S.

dqi

dt
= Xi dpi

dt
= Xi (3.237)

t 7→ (q(t), p(t)) est solution des équations de Hamilton, i.e.

dqi

dt
=
∂H
∂pi

dpi
dt

= −∂H
∂qi

(3.238)

si et seulement si X satisfait à l’équation

iXω = −dH (3.239)

qui est donc l’équation fondamentale de la dynamique dans le formalisme de la géométrie sym-
plectique, i étant le produit intérieur de S.
Si H(q, p, t) est dépentant du temps, alors on introduit de nouvelles formes de Poincaré, Λ ∈
Ω1(S ×R) et Ω ∈ Ω2(S × R).

Λ = pidq
i −H(q, p, t)dt (3.240)

Ω = dΛ = dpi ∧ dqi − dH ∧ dt (3.241)

X = Xi ∂
∂qi

+Xi
∂
∂pi

+ ∂
∂t est un champ de vecteurs tangent à une courbe solution des équations

de Hamilton, si et seulement si
iXΩ = 0 (3.242)

3.6.2 Analogie entre systèmes dynamiques classiques et quantiques

Soit K la variété universelle du système dynamique quantique. K est comme on l’a vu dans les
sections précédentes, une variété Kählerienne. Or une variété Kählerienne K, est une variété réelle
de dimension dimRK = 2dimCK, qui a une structure de variété symplectique avec pour forme
symplectique la forme de Kähler de K.
On considère le cas le plus usuel, d’un système conservatif, où la variété universelle du sys-
tème dynamique quantique est K = CPn−1. On considère le fibré linéaire complexe du sys-
tème dynamique quantique (Cn,CPn−1,C, πE), qui est le fibré vectoriel associé du fibré universel
(S2n−1,CPn−1, U(1), πU ). L’espace de Hilbert du système dynamique quantique Cn est l’analogue
quantique de l’espace des phases. On munit Cn du système de coordonnées (z1, ..., zn, z1, ..., zn) =
(z, z) (en termes algébriques zi est la i-ème composante de ψ ∈ Cn dans la base canonique). On
supposera que ziz

i = 1, ce qui nous ramène dans S2n−1. Le potentiel de jauge du fibré universel
est alors

A = 〈ψ|dψ〉 = zidz
i (3.243)
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cette dernière expression étant tout à fait similaire à celle de la 1-forme de Poincaré. De même,
la courbure du fibré universel, qui est aussi la forme de Kähler, est très similaire à la 2-forme de
Poincaré :

F = dA = dzi ∧ dzi (3.244)

Notons que dF = 0 (identité de Bianchi). L’ensemble des opérateurs de Cn forme l’espace
des observables. Si on ne s’intéresse qu’à la valeur moyenne des résultats expérimentaux, on a
∀C ∈ L(Cn)

〈ψ|Cψ〉 = Cijziz
j = f(z, z) (3.245)

La fonction f peut être considérée comme la version faible de l’observable ayant pour version
forte C 11. Si f et g sont les versions faibles de deux observables ayant pour version forte C
et B, alors le crochet de Poisson est la version faible de l’observable ayant pour version forte le
commutateur de C et B :

{f, g} =
∂f

∂zi
∂g

∂zi
− ∂f

∂zi

∂g

∂zi
(3.246)

= CkizkB
i
lz
l − CilzlBk

izk (3.247)

= zk(C
k
iB

i
l − CilBk

i)zk (3.248)

= 〈ψ|[C,B]ψ〉 (3.249)

On notera C∞1,1(Cn,C) le sous-ensemble de C∞(Cn,C) engendré par les polynômes de la forme

ziz
j . Notons que si ce sont les résultats possibles d’une expérience qui nous intéressent, il est

possible de les obtenir à partir de la version faible des observables. En effet λ ∈ R (on considère
des osbervables conservatives), est un résultat possible d’une mesure par une observable de version
faible f (i.e. une valeur propre de la version forte C de l’observable), si

∃(z, z) ∈ S2n−1 tel que ∂f(z, z) = λA(z, z) et ∂f(z, z) = −λA(z, z) (3.250)

Le point (z, z) représentant alors l’état propre associé. En effet ∂f = λA ⇐⇒ Cijzidz
j =

λzjdz
j et ∂f = −λA ⇐⇒ Cijz

jdzi = −λzidzi = λzidzi, en considérant la relation ziz
i = 1 ⇒

zidz
i = −zidzi. Soit H(z, z) = H i

jziz
j la version faible de l’Hamiltonien H du système dynamique

quantique, supposé dans un premier temps, indépendant du temps. X = Xi ∂
∂zi

+ Xi
∂
∂zi

est un
champ de vecteurs tangents à une courbe t 7→ (z(t), z(t)) solution de l’équation de Schrödinger si
et seulement si

ı~iXF = −dH (3.251)

En effet, avec Xi = dzi

dt et Xi = dzi
dt , on a

iXF =
dzi
dt
dzi − dzi

dt
dzi (3.252)

de plus

dH = H i
jz
jdzi −H i

jzidz
j (3.253)

d’où

ı~iXF = −dH

⇐⇒ ı~
dzi
dt
dzi − ı~dz

i

dt
dzi = −H i

jz
jdzi −H i

jzidz
j (3.254)

11les adjectifs “faible” et “fort” se raportent à la topologie de référence de L(H), (Cn) ∈ (L(H))N, converge fortement
vers C, si ∀ψ ∈ H limn→+∞ ‖(Cn − C)ψ‖ = 0, et faiblement si ∀ψ,φ ∈ H, limn→+∞ |〈φ|(Cn − C)ψ〉| = 0 et donc
limn→∞〈Cn〉 = 〈C〉.
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d’où

(ı~
dzj
dt

+H i
jzi)dz

j + (−ı~dz
i

dt
+H i

jz
j)dzi = 0 (3.255)

Compte-tenu du fait que pour toute fonction λ(t), on a λ(t)(zidz
i + zidzi) = 0, cette dernière

équation est équivalente aux deux équations suivantes

ı~
dzi

dt
+ λzi = H i

jz
j ⇐⇒ ı~

d

dt
(e−ı~

−1
R t
0 λ(t′)dt′ψ) = He−ı~

−1
R t
0 λ(t′)dt′ψ (3.256)

−ı~dzj
dt

+ λzj = H i
jzi ⇐⇒ ı~

d

dt
(e−ı~

−1
R t
0
λ(t′)dt′ψ) = He−ı~

−1
R t
0
λ(t′)dt′ψ (3.257)

La dépendance de la solution d’un choix de jauge locale λ(t), n’a rien de surprenant, c’est
l’expression de la fibration de S2n−1 sur CPn−1. Lorsque H est dépendant du temps, on introduit
le nouveau potentiel

A+ = 〈ψ|dψ〉 + ı~−1〈ψ|Hψ〉dt (3.258)

c’est à dire le générateur de la phase de Aharonov-Anandan et de la phase dynamique. On a
alors

A+ = zidz
i + ı~−1H i

jziz
jdt (3.259)

= zidz
i + ı~−1H(z, z)dt (3.260)

Cette dernière équation est une nouvelle fois très proche de la 1-forme de Poincaré de la dyna-
mique classique (la spécifité de la dynamique quantique étant contenue dans le facteur ı~−1 à la
place de −1). On a alors

F+ = dzi ∧ dzi + ı~−1dH ∧ dt (3.261)

= dzi ∧ dzi + ı~−1H i
jz
jdzi ∧ dt+ ı~−1H i

jzidz
j ∧ dt (3.262)

Les rôles de A+ et F+ dans le formalisme des fibrés principaux seront étudiés au chapitre 6.
X = Xi ∂

∂zi
+Xi

∂
∂zi
− ∂

∂t est un champ de vecteurs tangents à une courbe solution de l’équation de
Schrödinger si et seulement si

ı~iXF+ = 0 (3.263)

En effet

ı~iXF+ = 0 (3.264)

⇐⇒ ı~
dzi
dt
dzi − ı~dz

i

dt
dzi = H i

jz
j dzi
dt
dt −H i

jzi
dzi

dt
dt (3.265)

⇐⇒ ı~
dzi
dt
dzi − ı~dz

i

dt
dzi = H i

jz
jdzi −H i

jzidz
i (3.266)

On peut résumer l’analogie entre systèmes dynamiques classiques et quantiques par la table 3.1.
Dans le cas dissipatif, l’unique changement consiste à prendre pour variable conjuguée à zi,

ui = zi
zjzj

. Dans le cas de la dynamique quantique des espaces actifs, on a des expressions similaires

mais qui se compliquent un peu du fait de l’aspect matriciel. L’équivalent de la 1-forme de Poincaré
est

A = trA = Z
α
i dZ

i
α (3.267)

celle de la 2-forme de Poincaré est
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Tab. 3.1 – Comparaison entre les systèmes dynamiques classiques et quantiques pour les situations
les plus simples.

Systèmes dynamiques classiques Systèmes dynamiques quantiques

Espace de configuration Rn Variété universelle CPn−1

Espace des phases R2n Espace total du fibré universel S2n−1

Fibré tangent Fibré universel
Algèbre des observables (C∞(R2n,C),+, {·, ·}) Algèbre des observables faibles (C∞1,1(S2n−1,C),+, {·, ·})

1-forme de Poincaré λ = pidq
i Potentiel de jauge A = zidz

i

Λ = pidq
i −Hdt A+ = zidz

i + ı~−1Hdt
2-forme de Poincaré ω = dpi ∧ dqi Courbure (forme de Kähler) F = dzi ∧ dzi

Ω = dpi ∧ dqi − dH ∧ dt F+ = dzi ∧ dzi + ı~−1dH ∧ dt
iXω = −dH iXF = ı~−1dH
iXΩ = 0 iXF+ = 0

F = trF = dZ
α
i ∧ dZiα (3.268)

Une obervable C est représentée par la fonction f telle que

f(Z,Z†) = CijZ
α
i Z

j
α = tr(Z†CZ) (3.269)

et on a bien

{f, g} =
∂f

∂Ziα

∂g

∂Z
α
i

− ∂f

∂Z
α
i

∂g

∂Ziα
(3.270)

= Z
α
k (CkiB

i
l −Bk

iC
i
l)Z

l
α (3.271)

= tr(Z†[C,B]Z) (3.272)

X = dZiα
dt

∂
∂Ziα

+ dZ
α
i

dt
∂

∂Z
α
i

est le champ de vecteurs tangents à une courbe t 7→ (Z(t), Z†(t)) qui

satisfait à l’équation de Schrödinger pour une matrice de fonction d’onde de conditions initiales
pures, si et seulement si

ı~iXF = −dH (3.273)

En effet, par un calcul similaire au cas abélien, on obtient que cette condition est equivalente à

(ı~
dZ

α
j

dt
+H i

jZ
α
i )dZ

i
α + (−ı~dZ

i
α

dt
+H i

jZ
j
α)dZ

α
i = 0 (3.274)

Compte-tenu que pour tout ensemble de fonctions {Λαβ(t)} on a

Λβα(Z
i
βdZ

α
i + Z

α
i dZ

i
β) = 0 (3.275)

on a

ı~
dZiα
dt

+ ΛβαZ
i
β = H i

jZ
j
α ⇐⇒ ı~

d

dt

(
ΨTe−ı~

−1
R t
0 Λ(t′)dt′

)
= HΨTe−ı~

−1
R t
0 Λ(t′)dt′ (3.276)

−ı~
dZ

α
j

dt
+ ΛαβZ

β
j = H i

jZ
α
i ⇐⇒

(
ı~
d

dt

(
ΨTe−ı~

−1
R t
0

Λ(t′)dt′
))†

=
(
HΨTe−ı~

−1
R t
0

Λ(t′)dt′
)†

(3.277)
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De même si H est dépendant du temps, on aura

A+ = tr(A+ ı~−1Edt) = Z
α
i dZ

i
α + ı~−1H i

jZ
α
i Z

j
αdt (3.278)

de même l’équivalent de la 2-forme de Poincaré sera

F+ = tr(dA+ +A+ ∧A+) = dZ
α
i ∧ dZiα + ı~−1dH ∧ dt (3.279)

L’équation fondamentale de la dynamique équivalente à l’équation de Schrödinger, est alors

ı~iXF+ = 0 (3.280)

3.7 Interprétation topologique de la phase de Berry abélienne

Nous nous intéressons maintenant, aux propriétés topologiques de la phase de Berry abélienne.
Les résultats de cette section sont particulièrement importants pour le chapitre suivant, qui est
consacré aux monopôles adiabatiques. Il est fait usage à de nombreuses reprises dans cette section,
de la théorie de la cohomologie. Les éléments fondamentaux et les notations de cette théorie sont
rappelés annexe C. On considère donc le fibré principal P = (P,M, U(1), πP ) ou de manière
équivalente son fibré linéaire associé L = (L,M,C, πE) (L peut aussi être considéré comme le fibré
linéaire associé du cas dissipatif). On suppose queM est couverte par un ensemble localement fini
d’ouverts A = {Uα}α formant un atlas de M. On suppose de plus que A est l’atlas du théorème
de structure des fibrés adiabatiques.

3.7.1 La première classe de Chern

Le potentiel de jauge A d’un fibré, est défini comme étant une 1-forme de la variété. Mais en
général, il ne peut être défini que localement (cf. le théorème de structure des fibrés adiabatiques).
A s’écrit donc en fonction d’un indice de carte :

A =
∏

α

Aα (3.281)

où Aα = T−1
α dTα, Tα étant la matrice des vecteurs propres avec la convention associée à la carte

locale Uα. A est donc aussi une 0-cochâıne de Čech. Par conséquent, on a :

A ∈ C0(A,Ω1M) (3.282)

Par définition, la courbure du fibré est F = dA, c’est donc une 2-forme de la variété, et même un
2-cobord de de Rham. De plus (δF )αβ = dAβ − dAα. Or sur Uα ∩ Uβ, la condition de recollement
est Aβ = Aα + g−1

αβdgαβ = Aα + d ln gαβ , où gαβ = T−1
α Tβ sont les fonctions de transition du fibré.

En différentiant l’expression précédente, on trouve dAβ = dAα + d2 ln gαβ = dAα. Par conséquent
δF = 0, F est un 0-cocycle de Čech.

F ∈ Z0(A,B2M) (3.283)

Et comme il n’y a pas de cobord de degré -1, par extension on pose :

[F ] ∈ Ȟ0(A,B2M) (3.284)

À partir de ce point, on suppose queM est une variété compacte de dimension n. Et on considère
la limite inductive des raffinements des atlas deM. On désigne par O l’ensemble des fonctions C∞
de M, et par O∗ le groupe multiplicatif des fonctions C∞ non-nulles de M. On remarquera que
l’on a la suite exacte suivante :

0→ Z→ O exp−−→ O∗ → 0
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Propriété 11. Soit L un fibré linaire complexe construit sur M (en fait la classe d’équivalence
d’isomorphismes d’un fibré linaire), L est un élément du groupe de cohomologie de Čech Ȟ1(M,O∗).

Preuve :

Soit (L,M,C, π) le fibré linéaire. Soit A = {Uα} un atlas de M, et soient les trivialisations
locales :

φα : π−1(Uα)→ Uα × C (3.285)

Soient gαβ les fonctions de transitions associées :

gαβ : Uα ∩ Uβ → C
∗ (3.286)

gαβ(x) = φα ◦ φ−1
β �π−1(x)

(3.287)

gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ) (3.288)

Le fibré L est complètement défini par les données {Uα × C}α et {gαβ}α,β. Les fonctions de
transition vérifient les conditions de compatibilité suivantes :

(a)

{
gαβgβα = 1

gαβgβγgγα = 1

∀fα ∈ O∗(Uα), φ′α = fαφα est une autre trivialisation locale. On a donc :

(b) g′αβ =
fα

fβ
gαβ

{gαβ} et {g′αβ} définissent donc le même fibré linéaire, s’il existe {fα ∈ O∗(Uα)} satisfaisant (b).
Mais :

gαβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ) ⇐⇒ gαβ ∈ C1(A,O∗) (3.289)

Les fonctions de transition sont des 1-cochâınes. Comme O∗ est un groupe et en utilisant (a)
on a :

(δGg)αβγ = gβγg
−1
αγ gαβ = gβγgγαgαβ = 1 (3.290)

Les fonctions de transition sont donc des cocycles de Čech. De plus d’après (b), gαβ et g′αβ

définissent le même fibré si et seulement si :

g′αβg
−1
αβ =

fα

fβ
∈ B1(A,O∗) (3.291)

Donc gαβ et g′αβ définissent le même fibré si et seulement si leur “différence” est un cobord de

Čech. Le fibré linéaire est caractérisé par une classe de cohomologie de Čech de degré 1. Par
conséquent, l’ensemble des fibrés linaires sur A est Ȟ1(A,O∗) ⊂ Ȟ1(M,O∗) �

D’après la suite exacte donnée en début de paragraphe on a :

Ȟ1(M,O∗) δ−→ Ȟ2(M,Z)

Définition 6 (Première classe de Chern d’un fibré linéaire). Soit L ∈ Ȟ1(M,O∗) un fibré linéaire.
On appelle première classe de Chern de ce fibré, la classe de cohomologie de Čech :

č1(L) = δL ∈ Ȟ2(M,Z) = π(M,CP∞) (3.292)

Propriété 12. Soit F ∈ Ȟ0(M,Z2M) la 2-forme de courbure du fibré L. Alors on a :

č1(L) =
ı

2π
δ2δ1[F ] (3.293)
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Preuve :

Remarquons l’existence des deux suites exactes suivantes :

0→ R
i−→ Ω0M d−→ B1M→ 0

0→ Z1M i−→ Ω1M d−→ B2M→ 0

Ce qui nous donne les relations entre groupes de cohomologie de Čech suivantes :

Ȟ0(M,B2M)
δ1−→ Ȟ1(M,Z1M) ⊃ Ȟ1(M,B1M)

δ2−→ Ȟ2(M,R) ⊃ Ȟ2(M,Z)

Soient {gαβ ∈ O∗} le groupe des fonctions de transition et {hαβ = ı
2π ln gαβ ∈ O} la linéarisation

de ce groupe.

zαβγ = (δ2h)αβγ = hαβ + hβγ − hαγ =
ı

2π
ln(gαβg

−1
αγ gβγ) + n (3.294)

n ∈ Z, est du à la multivaluation de ln. zαβγ est un 2-cocycle de Čech représentant la classe
č1(L) (en effet L est définit par {hαβ} ∈ Ȟ1(M,O) et č1(L) = δ2L, il suffit alors de suivre la
suite exacte donnée en début de paragraphe). Soit Aα le potentiel de jauge de L sur Uα. La
condition de recollement des potentiels est alors :

Aβ = Aα + g−1
αβdgαβ (3.295)

⇐⇒ Aβ −Aα = g−1
αβdgαβ = d ln gαβ (3.296)

[F ] ∈ Ȟ0(M,B2M). Soit F ∈ [F ], F = dA et δA = d ln g. En suivant la démonstration du
théorème sur les suites exactes (annexe C) avec la seconde suite donnée en début de démons-
tration, on a (avec β = d et α = i) :

δ1[F ] = [d ln g] = [δA] ∈ Ȟ1(M,Z1M) (3.297)

mais d ln g ∈ B1M ⊂ Z1M, donc en fait δ1[F ] = [d ln g] ∈ Ȟ1(M,B1M). De plus avec la
première suite exacte donnée en début de démonstration, on a :

δ2[d ln g] =
2π

ı
[z] =

2π

ı
č1(L) ∈ Ȟ2(M,R) (3.298)

car δ ln g = 2π
ı z. �

On rappelle que l’on a :

F ∈ Z0(M,B2M) A ∈ C0(M,Ω1M) h ∈ C1(M,O) (3.299)

avec h = ln g. On sait que :

č1(L) =
ı

2π
δ2[F ] = δ[δh] (3.300)

[F ] ∈ H2M [δh] ∈ Ȟ2(M,Z) (3.301)

Car dF = 0 d’après l’identité de Bianchi. Mais attention [F ] = [dA] 6= 0, car en effet

F =
∏

α

dAα (3.302)

et 6 ∃ω ∈ Ω1M tel que F = dω. De même [δh] 6= 0 car 6 ∃φ ∈ C1(M,Z) tel que δh = δφ.
Seul le cas où le fibré est trivial est différent, dans ce cas il existe une section globale, et on peut
définir A sur une seule carte couvrant toutM, ainsi on a A ∈ Ω1M et F = dA, donc č1(L) = 0, la
classe de Chern mesure donc la non-trivialité du fibré.
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3.7.2 Classes de Chern et courbure adiabatique

La courbure adiabatique est liée à la première classe de Chern du fibré adiabatique.

č1 =
ı

2π
δ2[F ] (3.303)

Les classes caractéristiques sont invariants lors du passage d’un fibré à un fibré isomorphe.
Dans l’étude des fibrés principaux, les classes de cohomologie pertinentes sont les classes de Chern,
définies comme étant des polynômes invariants de la 2-forme F . La classe totale de Chern est :

c(F ) = det(1 + ıF/2π) = 1 + c1(F ) + c2(F ) + ... (3.304)

On remarquera que ci(F ) ∈ H2iM , et que c(F ) ∈⊕dimM
k=1 HkM ≡ H∗M . La première classe de

Chern est donc c1(F ) = ı
2π tr(F ). Une propriété importante des classes de Chern est la suivante :

Propriété 13 (Naturalité de la classe de Chern). Soit f une application C∞ de M vers N . Soit
E un fibré linéaire sur N . Alors

c(f∗E) = f∗c(E) (3.305)

Preuve : cf. [113] �

Ainsi, soit f :M→ CP∞ l’application universelle, L = (L,M,C, πL) le fibré linéaire adiaba-
tique et U = (LU ,CP

∞,C, πLU ) le fibré linéaire universel. Comme d’après le théorème de classifi-
cation universelle, f∗LU = L, on a c1(L) = f∗c1(LU ). Les invariants topologiques caractérisent les
propriétés communes à certaines familles de variétés, en l’occurrence ici, la propriété d’holonomie.
Ces invariants sont les quantités topologiques physiques, car elles sont indépendantes du choix de
la modélisation (la modélisation étant ici un couple (f,M)).
Notons que la dernière classe de Chern non-nulle est telle que ck(F ) = ( ı

2π )k detF . Or dans le cas
du transport adiabatique, F ∈ u(1) et trF = detF , donc toutes les autres classes de Chern sont
nulles.
Pour terminer, on peut résumer le problème de la première classe de Chern et donc de la courbure
adiabatique et de la phase de Berry abélienne, par un diagramme représentant les liens entre les
différents ensembles dans lesquels ces quantités sont définies.

Ȟ2(M,Z)
↪→−−−−→ Ȟ2(M,R)

R←−−−−
'

H2M
xδ2δ1

xχE

Ȟ0(M,B2M)
↪→−−−−→ Ȟ0(M,Z2M)

↪→−−−−→ I1(U(1))

χE étant l’homomorphisme de Weil, R l’isomorphisme de de Rham et I1(U(1)) l’ensemble des
polynômes de degré 1, U(1)-invariants (cf. annexe C).

č1(L) ∈ Ȟ2(M,Z)
R←−−−− c1(F ) ∈ H2M

xδ2
xχE

ı
2πF ∈ Ȟ0(M,B2M)

P 1

−−−−→ P 1( ı
2πF ) ∈ I1(U(1))

où P 1(X) = X, č1 = R(c1).

Définition 7. On sait que č1(L) ∈ Ȟ2(M,Z). En utilisant l’isomorphisme du principe de de Rham,
on a

ı

2π

∫

〈αβγ〉
F = č1(L)αβγ ∈ Z (3.306)
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où 〈αβγ〉 est un 2-simplexe de M. Si on suppose que M est compacte, connexe, sans bord et de
dimension 2, Ȟ2(M,Z) ' Z, alors on a

IC =
1

2
č1(L) =

1

4π

∫

M
F ∈ 1

2
Z (3.307)

Le nombre IC est appelé indice de Chern.

Du fait de la naturalité de la classe de Chern, l’indice de Chern est commun à tous les modèles,
soit f :M→ CP∞ l’application universelle

IC =
1

2

∫

M
c1(f

∗LU ) =
1

2

∫

M
f∗c1(LU ) =

1

2

∫

f(M)
c1(LU ) (3.308)

3.7.3 Première classe de Chern et phase de Berry non-abélienne

Considérons le fibré adiabatique P = (P,M, G, πP ) avec G = U(M) ou G = GL(M,C). Le
polynôme invariant associé à la première classe de Chern est P 1(X) = trX. On en déduit que

c1(F ) =
ı

2π
trF (3.309)

F est défini par l’équation de structure de Cartan : F = dA+A∧A. Mais en utilisant la cyclicité
de la trace, on a

tr(A ∧A) = tr ([Aµ, Aν ]) dR
µ ∧ dRν (3.310)

= tr(AµAν −AνAµ)dRµ ∧ dRν (3.311)

= (tr(AµAν)− tr(AνAµ)) dR
µ ∧ dRν (3.312)

= (tr(AµAν)− tr(AµAν)) dR
µ ∧ dRν (3.313)

= 0 (3.314)

d’où

c1(F ) =
ı

2π
trF (3.315)

=
ı

2π
trdA (3.316)

=
ı

2π

M∑

a=1

dAaa (3.317)

Soit (La,M,C, πa) le fibré linéaire correspondant à l’espace unidimentionnel engendré par |a, ~R〉.
Et soit E la somme de Whitney de tous les fibrés linéaires associés aux états de l’espace actif :

E =

M⊕

a=1

La (3.318)

Il est clair que E est le fibré vectoriel associé à (P ab,M, TM , π′P ) où TM = U(1)M est le M -tore

(ou avec C∗M dans le cas dissipatif). Le potentiel de jauge de La est 〈a, ~R|d|a, ~R〉 = Aaa, donc le
potentiel de E ou de P ab est

∑M
a=1Aaa. La classe de Chern vérifiant c(E1 ⊕ E2) = c(E1) + c(E2),

on a c1(F ) = c1(F
ab) avec F ab = d

∑
aAaa la courbure de P ab.

La première classe de Chern de la phase de Berry non-abélienne est donc la même que celle de
l’abélianisation de la phase de Berry (où on ne conserve que les termes diagonaux). Le fibré E ou
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le fibré P ab, correspondent au cas où la dynamique est telle que la fonction d’onde ne présente
jamais de superposition de vecteurs propres. C’est à dire, le régime “transport adiabatique pure -
transition soudaine”, où tant que le chemin C dans M ne rencontre pas de croisements de valeurs
propres de l’espace actif, le système reste sur le même état propre (transport adiabatique pur), et
passe brutalement d’un état à un autre en passant par les croisements (transition soudaine). En
d’autres termes, il s’agit de régime sans couplages adiabatiques off-diagonaux. On reviendra dans
le chapitre suivant sur ce régime particulier.
On voit donc que la première classe de Chern est un invariant topologique qui n’est pertinent que
pour les phases de Berry abéliennes (de groupes structuraux TM ou C∗M ) et donc les régimes
adiabatiques purs avec ou sans croisement de valeurs propres (respectivement M = 1 ou M > 1).
Dans les régimes où l’évolution des paramètres de contrôle est suffisamment lente pour rester dans
un espace actif multidimensionnel, mais où entre les états de l’espace actif, subsistent des couplages
off-diagonaux, la première classe de Chern n’apporte pas assez d’informations pour être pertinente.

3.8 Lignes de changement de carte

Considérons deux niveaux d’un système dynamique, ne présentant qu’un croisement. Lorsqu’on
ne considère qu’un paramètre adiabatique, on sait que l’on peut suivre par continuité les états avant
et après le croisement mais pas à travers celui-ci. Lorsqu’on passe le croisement, on a deux choix
possibles de suivi des états :

1. si l’état de plus basse énergie a le label 1 avant le croisement, alors le label 1 est attribué à
l’état de plus basse énergie après le croisement,

2. si l’état de plus basse énergie a le label 1 avant le croisement, alors le label 2 est attribué à
l’état de plus basse énergie après le croisement,

, cf. fig. 3.2.

RPremière zone
de continuité

Seconde zone
de continuité

discontinuité

1

2 1 ou 2

2 ou 1

Fig. 3.2 – Schéma d’un croisement de 2 niveaux en fonction d’un unique paramètre adiabatique R.
On a indiqué les deux zones où les états peuvent être suivis par continuité.

Lorsqu’on a deux paramètres adiabatiques, le suivi par continuité peut se faire le long de toute
courbe ne passant pas par le croisement. On a alors la situation où sur une courbe passant par le
croisement, on ne peut pas suivre par continuité les états, mais si on opère une légère déformation
de la courbe ce suivi est possible, cf. fig. 3.3.

On sait par ailleurs que dans le voisinage immédiat du croisement, l’amplitude des transitions
non-adiabatiques est très forte. Il y a alors mélange des états au passage dans ce voisinage, et le
problème du suivi des états se pose à nouveau, fig. 3.4.

Du point de vue de la dynamique quantique, ce phénomène de mélange du aux couplages
non-adiabatiques va dépendre de la vitesse de parcours du chemin. Et même avec une vitesse de
référence donnée, suivant que le chemin passera plus ou moins loin du croisement, le suivi par
continuité sera plus ou moins possible. Si on choisit comme règle de suivi des états, que les labels
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R1

R2

croisement

co
n
tin

u
ité

continuité

discontinuité
continuité

Fig. 3.3 – Un chemin dans l’espace des deux paramètres adiabatiques. On a indiqué les deux parties
où les états peuvent être suivi par continuité ainsi que la déformation permettant d’avoir un suivi
par continuité “théorique” tout au long du chemin.

s

1

2

1 ou 2

2 ou 1non−adiabatiques
par les couplages

des étatsmélange

Fig. 3.4 – Niveaux d’énergie en fonction de la coordonnée curviligne s d’un chemin passant à
proximité du croisement dans un espace à 2 paramètres adiabatiques. Le passage par le voisinage
du croisement apparâıt comme un croisement évité.

suivent l’amplitude des énergies (les labels i et j tels que i ≤ j sont associés à des valeurs propres
telles que Ei(~R) ≤ Ej(~R) ∀~R), il n’y a pas de problème. Mais ce choix de continuité est arbitraire au
voisinage des croisements. On devrait aussi pouvoir appliquer la règle de suivi continu des valeurs
propres. Ce problème est en fait une manifestation de la topologie du fibré adiabatique. Pour le
régler, considérons deux cartes locales deM, U1 et U2 tel que le croisement se trouve dans U1∩U2

et tel que U1 ∩U2 forme “une bande” étroite (ceci afin de simplifier la discussion). On définit deux
jauges différentes sur chacune des cartes, tel que le changement de jauge soit

g12 =




1
. . . 0

1

0 1
1 0

1

0
. . .

1




(3.319)

La matrice de permutation se trouvant au niveau du bloc correspondant aux deux états se
croisant. Le suivi par continuité des états peut alors se faire à l’intérieur des cartes U1 et U2,
mais le passage d’une carte à l’autre, engendre un changement de jauge qui permute les deux
états, reproduisant la discontinuité dans l’attribution des labels. Ce point complète le théorème de
structure des fibrés adiabatiques où on avait choisi l’atlas deM tel qu’il n’y ait aucun croisement sur
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les recouvrements des cartes locales. Avec un atlas où des recouvrements englobent un croisement,
les changements de jauge sont des matrices de permutations (avec éventuellement des changements
de convention de phase).
Au final, si la bande de recouvrement des deux cartes est choisie très fine (de largeur tendant vers
0), la solution adoptée ici, consiste à munirM d’une ligne passant par le croisement et coupantM
en (au moins) deux parties (cette ligne peut être refermée sur elle-même). De chaque côté de cette
ligne de changement de carte, le suivi par continuité des états est possible, par contre le passage
de cette ligne permute les états. Notons que la disposition de cette ligne dans M est totalement
arbitraire, cf. fig. 3.5.

U1

U2

Fig. 3.5 –M (de dimension 2), coupée par une ligne de changement de carte qui permute les états.

Dans le cas d’une variété de contrôle de dimension 3, c’est à des murs de changement de carte
auxquels on a à faire.

En résumé

On a montré dans ce chapitre, que la structure mathématique décrivant la phase de Berry, est un
fibré principal P = (P,M, G, πP ) dont la topologie est donnée par les matrices de recouvrement des
vecteurs propres (généralisés) pour deux conventions (T−1

α Tβ où α et β sont deux indices de carte,
la convention de la base de vecteurs propres étant différente d’une carte à l’autre). Le transport

adiabatique purement géométrique est caractérisé par la condition d’adiabaticité, ∀a, b, 〈ψ]a|∂t|ψ]b〉 =

0 (ou 〈Cψ]a|∂t|ψ]b〉 = 0 pour les systèmes dissipatifs), ψ]a étant une fonction d’onde obtenue par
transport adiabatique pour une condition initiale pure. On a également montré, que la structure
décrivant un problème d’espaces actifs se déformant était le fibré U = (VM (Cn), GM (Cn), U(M), πU )
(ou (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) dans le cas dissipatif), où GM (Cn) est la variété de tous les
espaces actifs et VM (Cn) est la variété de tous les espaces actifs équipés de bases particulières.
GM (Cn) est équipé d’une métrique et de deux distances qui mesurent la compatibilité quantique
(au sens probabiliste) entre espaces actifs. La variété universelle GM (Cn) est plongée dans un
espace Euclidien appelé espace universel généralisé. La première des distances quantiques, dite de
Fubini-Study mesure la distance à la surface de GM (Cn), l’autre dite cordale, mesure la distance
Euclidienne à travers l’espace universel généralisé. Celui-ci dépend de la symétrie de l’Hamiltonien,
les cas les plus courants sont donnés table 3.2.

Le fibré des espaces actifs étant universel pour le fibré adiabatique, à partir de la métrique de
GM (Cn), on peut équiper M d’une métrique ayant cette même signification. Enfin, on a vu que
si M est compacte sans bord et de dimension 2, alors 1

4π

∫
M Fa ∈ 1

2Z avec Fa = dAaa, ∀a. Nous
verrons au chapitre suivant, la signification physique de cet invariant topologique.
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Tab. 3.2 – Espace universel généralisé suivant la forme de l’Hamiltonien.

Hamiltonien Espace universel généralisé

réel symétrique Rn(n+1)/2

réel non-symétrique Rn2

complexe hermitien Rn2

complexe symétrique Rn(n+1)

complexe non-symétrique non-hermitien R2n2
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Chapitre 4

Théorie des monopôles magnétiques
adiabatiques

Il n’est pas certain que personne n’ait jamais vu un

monopôle magnétique ; ce qui est certain c’est que

personne n’en n’a vu deux.

(phrase qui circule dans la communauté des physi-

ciens des particules)

Au chapitre précédent, nous avons vu que le système photodynamique était modélisé par un
fibré principal P = (P,M, G, πP ) muni d’une connexion de potentiel de jauge A ∈ Ω1(M, g).
Nous verrons dans ce chapitre, que cette description apporte une part importante des informations
physiques sur le système dynamique. Le modèle usuel de la théorie des champs, consiste en un fibré
principal sur l’espace-temps, équipé d’une connexion. Il existe donc une analogie avec la structure
mathématique associée au système photodynamique, c’est grâce à cette analogie avec la théorie
des champs, que l’on va pouvoir interpréter la description géométrique, introduite au chapitre
précédent. Dans un premier temps, nous considérerons la situation la plus simple, d’un système
photodynamique conservatif, dans un régime adiabatique pur pour une valeur propre non-dégénérée
qui ne croise aucune autre valeur propre. Une fois l’analyse de ce système fait, nous introduirons
des croisements dans l’espace des paramètres de contrôle, qui dans un premier temps, seront évités
par le système. Ensuite au régime adiabatique pur, nous ajouterons des transitions soudaines dues
au passage par les croisements, avant d’étudier le cas des régimes avec des transitions adiabatiques
off-diagonales. Enfin, nous nous intéresserons aux régimes dissipatifs.

4.1 Image électromagnétique des phases de Berry

Dans cette section, on considère un système dynamique conservatif décrit par un espace actif
unidimentionnel, donc associé au fibré P = (P,M, U(1), πP ). On rappelle que la fonction d’onde
du système, pour un chemin C dansM paramétré par t 7→ ~R(t) est

ψ](t) = e−
R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)|n, ~R(t)〉 (4.1)

Si C est un chemin fermé, alors

ψ](T ) = e−
H

C A|n, ~R(0)〉 (4.2)

89
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4.1.1 Analogie jauge électromagnétique / jauge adiabatique

Nous rappelons tout d’abord le formalisme de l’électrodynamique classique en mécanique quan-
tique, en considérant une particule chargée (la charge est posée ici égale à 1), de masse m, décrite
par un espace de Hilbert H, et qui se déplace dans l’espace R3.
Sur les états de H, on procède à une transformation de jauge (quantique) locale :

ψ −→ ψeı~
−1ϕ(x,t) (4.3)

dψ −→ (dψ + ı~−1ψdϕ)eı~
−1ϕ (4.4)

d étant la différentielle de R4. Afin de préserver l’invariance de jauge de l’équation de Schrödinger,
on doit poser :

ı~∂tψ =

(
1

2m
(−ı~~∇− ~A)2 +A0

)
ψ

avec A −→ A+ dϕ : ~A −→ ~A+ ~∇ϕ et A0 −→ A0− ∂tϕ. On reconnâıt l’équation de Schrödinger en
présence d’un champ électromagnetique.
On interprète alors la théorie de l’électromagnetisme, comme étant un fibré principal localement
trivial, ayant pour espace de base R4 muni de la métrique de Minkowski, et pour fibre type le
groupe U(1), qui est représenté sur l’espace de Hilbert H. Un point du fibré, s’interprète donc
comme étant un point de l’espace-temps avec une phase locale. Un choix d’une section locale sur le
fibré, avec le choix sur chaque fibre d’un espace horizontal, nous donne la convention de phase, et
donc le choix de la jauge initiale. A est alors le potentiel de jauge de la connexion électromagnétique.
A : TR4 ' R4 → u(1) ' R, A = Aµdx

µ. Le changement de jauge (g(x, t) = eıϕ(x,t)) s’interprète
alors comme un changement de section locale. Le potentiel de connexion se transforme comme suit :

Ã = g−1Ag + g−1dg (4.5)

= A+ eıϕdeıϕ (4.6)

= A+ ıdϕ (4.7)

On introduit alors la différentielle covariante D = d− ıA, qui dans le formalisme de l’analyse vec-
torielle, s’écrit sous la forme : ~∇− ı ~A et ∂t + ıA0, où ~A est le potentiel vecteur magnétique et A0

le potentiel scalaire électrique.
La 2-forme F , courbure du fibré, est alors Fµν = [Dµ,Dν ] = ∂µAν−∂νAµ, elle s’identifie au tenseur
électromagnétique de Faraday.

On suppose que l’on translate la particule suivant un vecteur ~x. La fonction d’onde après la
translation est

ψ̃ = e~x·
~Pψ(x0) = e−ı~~x·

~∇ψ(x0) = ψ(x0 + x) (4.8)

Mais s’il règne dans l’espace, un champ magnétique de potentiel vecteur ~A, on a

ψ̃e~x·
~Pψ(x0) = e−~x·

~Ae−ı~~x·
~∇ψ(x0) = e−~x·

~Aψ(x0 + x) (4.9)

On suppose que la particule est astreinte à se déplacer sur un chemin fermé C dans R3, paramétré
par t 7→ x(t). Alors, après le déplacement de la particule le long de C, on a

ψ̃ = e−
H

C
~A·d~xψ(x0) (4.10)

Le transport adiabatique (éq. 4.2) apparâıt alors comme tout à fait similaire au transport d’une
particule chargée, le long d’un chemin dans un espace où règne un champ magnétique.
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4.1.2 La courbure adiabatique comme solution des équations de Maxwell

La courbure du fibré s’écrit F = dA+ A ∧A. Mais pour une jauge abélienne, on a simplement
F = dA. D’où dF = 0. Cette équation constitue la moitié des équations de Maxwell dans le vide.
En effet, supposons que dimM = 4. Alors si on pose :

F =




0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Bz By
−Ey Bz 0 −Bx
−Ez −By Bx 0


 (4.11)

ce qui est possible compte-tenu de l’anti-symétrie de Fµν , on a :

dF = 0 ⇐⇒ ∂ρFµν + ∂µFνρ + ∂νFρµ = 0 (4.12)

et en écrivant cette relation pour tous les triplets (ρ, µ, ν)ρ,µ,ν=0,1,2,3 possibles, on obtient les 4
équations suivantes :

∂Bz
∂t +

∂Ey
∂x − ∂Ex

∂y = 0
∂By
∂t + ∂Ez

∂x − ∂Ex
∂z = 0

∂Bx
∂t + ∂Ez

∂y −
∂Ey
∂z = 0





⇐⇒ −→

rot~E = −∂
~B

∂t
(4.13)

∂Bx
∂x

+
∂By
∂y

+
∂Bz
∂z

= 0 ⇐⇒ div ~B = 0 (4.14)

Dans le cas de la connexion adiabatique, où pour l’instant le fibré n’est pas construit sur le
temps, on a à faire à une théorie purement magnétique. Les équations sont alors : F = dA qui en
dimension 3 a pour analogue : ~B =

−→
rot ~A avec de plus dF = d2A = 0, analogue à div ~B = 0. Pour

terminer, remarquons que puisque la connexion adiabatique vérifie les équations de Maxwell, celle-
ci s’identifie à la connexion électromagnétique. Enfin, dans une vision de physique-mathématique,
on a :

Définition 8. La théorie de l’interaction électromagnétique est (mathématiquement) définie par la
théorie de jauge U(1) avec la connexion électromagnétique.

On dira alors, que la phase de Berry est un effet électromagnetique, par définition de l’électro-
magnétisme !

4.1.3 Le modèle électromagnétique

En résumé, le système photodynamique est équivalent à une particule virtuelle chargée électri-
quement, astreinte à se déplacer sur un chemin C dans l’espace virtuel des paramètres de contrôle
M, dans lequel règne un champ magnétique F . La phase de Berry apparâıt alors, comme le flux
du champ magnétique F à travers la surface S de frontière C (∂S = C)

ψ](T ) = e−
H

C
A|n, ~R(0)〉 = e−

R

S
F |n, ~R(0)〉 (4.15)

On a donc ramené, un problème de dynamique quantique à un problème d’électrodynamique
classique. On n’a pour l’instant considéré qu’un seul état propre non-dégénéré de l’espace actif, et
supposé que la dynamique était dans un régime adiabatique pur sans croisement. Dans la suite, on
verra que l’image électrodynamique classique, se complique singulièrement lorsque ces hypothèses
ne sont pas vérifiées.
Commençons par supposer, qu’il existe ~Q ∈M tel que En(~Q) = Ep(~Q) où Ep est une autre valeur
propre non-dégénérée. Pour simplifier, on suppose qu’il s’agit du seul croisement impliquant En.
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On suppose toujours au demeurant que l’on se trouve dans un régime adiabatique pur, et dans un
premier temps que le chemin suivi par la particule virtuelle du système photodynamique (le chemin
dans les paramètres de contrôle), ne passe pas par ~Q. En utilisant la relation de fermeture sur tous
les vecteurs propres1

F (~R) = ı=
(
〈n, ~R|′µ|n, ~R〉′ν

)
dRµ ∧ dRν (4.16)

= ı=
∑

m

〈n, ~R|′µ|m, ~R〉〈m, ~R|n, ~R〉′νdRµ ∧ dRν (4.17)

= ı=
∑

m6=n
〈n, ~R|′µ|m, ~R〉〈m, ~R|n, ~R〉′νdRµ ∧ dRν (4.18)

= ı=
∑

m6=n
〈m, ~R| ∂

∂Rµ
|n, ~R〉〈m, ~R| ∂

∂Rν
|n, ~R〉dRµ ∧ dRν (4.19)

mais
H(~R)|m, ~R〉 = Em(~R)|m, ~R〉 (4.20)

En dérivant cette équation

(∂µH(~R))|m, ~R〉+H(~R)∂µ|m, ~R〉 = (∂µEm(~R))|m, ~R〉+ Em(~R)∂µ|m, ~R〉 (4.21)

et en projetant cette dernière équation sur |n, ~R〉

〈n, ~R| ∂H
∂Rµ
|m, ~R〉+ 〈n, ~R|H(~R)︸ ︷︷ ︸

〈n, ~R|En(~R)

∂µ|m, ~R〉 = Em(~R)〈n, ~R|∂µ|m, ~R〉 (4.22)

⇐⇒ 〈n, ~R| ∂H
∂Rµ
|m, ~R〉 = (Em(~R)− En(~R))〈n, ~R|∂µ|m, ~R〉 (4.23)

d’où, si Em(~R) 6= En(~R), alors

〈n, ~R|∂µ|m, ~R〉 =
〈n, ~R| ∂H∂Rµ |m, ~R〉
Em(~R)− En(~R)

(4.24)

On a alors

F (~R) = ı=
∑

m6=n

〈n, ~R| ∂H∂Rµ |m, ~R〉〈m, ~R| ∂H∂Rν |n, ~R〉
(Em(~R)− En(~R))2

dRµ ∧ dRν (4.25)

∀~R 6= ~Q, F (~R) = ı=
(
〈n, ~R| ∂H

∂Rµ
|p, ~R〉〈p, ~R| ∂H

∂Rν
|n, ~R〉

(Ep(~R)−En(~R))2
+
∑

m6=n,p
〈n, ~R| ∂H

∂Rµ
|m,~R〉〈m,~R| ∂H

∂Rν
|n, ~R〉

(Em(~R)−En(~R))2

)
dRµ∧dRν ,

or lim~R→ ~Q(Ep(~R)− En(~R)) = 0, donc

lim
~R→ ~Q

F (~R) = +∞ (4.26)

Le champ magnétique de M, présente une divergence ponctuelle au point ~Q (point du croise-
ment). Un champ magnétique usuel ne peut présenter de divergence ponctuelle, puisque F = dA
est une forme exacte (en termes vectoriels, ~B =

−→
rot ~A étant un rotationnel, le champ ne peut donc

avoir de divergence ponctuelle). La seule explication est que dans l’image électromagnétique, le croi-
sement apparâıt comme un monopôle magnétique. On va voir au chapitre suivant, que F satisfait
bien aux équations des monopôles magnétiques.

1supposés former une base de H, si ce n’est pas le cas (présence de continuum par exemple) rien n’empêche de
compléter la base
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4.2 Monopôles magnétiques

Avant d’étudier plus en détails le champ magnétique adiabatique, il est nécessaire de faire
quelques rappels, sur la théorie des monopôles magnétiques.

4.2.1 Monopôles magnétiques de Dirac

Les équations de Maxwell usuelles, présentent une dissymétrie. La première partie de ces équa-
tions, usuellement qualifiée d’homogène, dF = 0, ne présentent pas de terme de sources. À l’inverse,
la seconde partie, qualifiée d’inhomogène, d ∗F = ∗J , présentent un terme de source, J , induit par
les charges et les courants électriques, et qui au niveau microscopique, est issu de l’existence des mo-
nopôles électriques (électrons, protons, quarks, bosonsW±, muons, tauon,...). ∗ est le star-opérateur
de Hodge associé à la métrique de Minkowski. Ici, on préfère qualifier l’équation dF = 0, d’équa-
tions de Maxwell topologiques (car issue de la topologie du fibré électromagnétique, c’est l’identité
de Bianchi), et d ∗ F = ∗J , d’équations de Maxwell métriques (car dépendantes de ∗). Cette dissy-
métrie est due au fait, qu’il n’a jamais été observé dans la nature, de pôles magnétiques isolés (pôle
nord sans pôle sud). On n’observe en effet que des multipôles, et principalement des dipôles (comme
un aimant, qui a deux pôles, Nord et Sud). Au niveau microscopique, ces dipôles magnétiques, sont
toujours produits par des particules chargées électriquement, soit par déplacement de charges élec-
triques (diamagnétisme, induction magnétique), soit par le spin de ces particules (paramagnétisme,
ferromagnétisme).
Les physiciens ayant un penchant pour la recherche de symétries dans la nature, certains ont pro-
posé d’ajouter un terme de sources magnétiques aux équations de Maxwell topologiques, dF = Jm,
qui au niveau microscopique, serait induit par des particules chargées magnétiquement, des mo-
nopôles magnétiques. Mais, l’élaboration d’une théorie de monopôles magnétiques, se heurte à de
grands problèmes, dus au fait que le champ magnétique est une 2-forme exacte (un rotationnel dans
le langage vectoriel). C’est Dirac qui le premier a résolu ce problème. On présente ici, la théorie de
Dirac des monopôles magnétiques.
On considère un monopôle magnétique statique dans R3, se trouvant à l’origine, et de charge ma-
gnétique g. Le premier aspect de la théorie de Dirac, est que l’on ne considère pas R3 comme la
variété fondamentale, mais comme un feuilletage par des sphères concentriques, (S2,R+), S2 étant
une sphère centrée sur le monopôle et R+ l’espace du paramètre de feuilletage (rayon de la sphère).
Dans un premier temps, on ne considère qu’un unique feuillet S2. Le fibré électromagnétique, est
alors (S3, S2, S1, πEM ) (où S1 = U(1)), qui est connu dans la littérature, sous le nom de fibration
de Hopf (cf. [43]). Soit B la 2-forme champ magnétique produit par le monopôle. On voudrait que
le flux du champ magnétique à travers S2 vérifie

Φ =

∮

S2

B = 4πg (4.27)

c’est à dire, dans les notations vectorielles, ~B = g ~r
r3

, ce qui impossible puisque ~B =
−→
rot ~A.

On sait que la sphère S2 ne peut être couverte par une seule carte, un atlas de S2 sera donc au
minimum, composé de deux cartes. On fait le choix suivant

UN = {(θ, ϕ), θ ∈ [0, π/2 + ε], ϕ ∈ [0, 2π[} (4.28)

US = {(θ, ϕ), θ ∈ [π/2 − ε, π], ϕ ∈ [0, 2π[} (4.29)

où ε est un petit paramètre permettant le recouvrement des cartes au niveau de l’équateur, les
cartes correspondant respectivement aux hémisphères nord et sud. Wu et Yang, qui ont amélioré
la théorie de Dirac, introduisent alors, deux potentiels de jauge locaux, un sur chaque hémisphère

AN = ıg(1 − cos θ)dϕ (4.30)
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AS = −ıg(1 + cos θ)dϕ (4.31)

On a alors

Φ =

∮

S2

B (4.32)

= lim
ε→0

(∫

UN
dAN +

∫

US
dAS

)
(4.33)

= lim
ε→0

(∫

∂UN
AN +

∫

∂US
AS
)

(4.34)

=

∮

S1

AN +

∮

−S1

AS (4.35)

=

∮

S1

AN −AS (4.36)

=

∮

S1

2gdϕ (4.37)

=

∫ 2π

0
2gdϕ (4.38)

= 4πg (4.39)

S1 étant l’équateur de S2. Le recollement des potentiels est donné par la formule suivante, qui
est valable sur UN ∩ US

AN = AS + 2gıdϕ = AS + gNS
−1
dgNS (4.40)

où la fonction de transition du fibré électromagnétique est

gNS = e2ıgϕ (4.41)

Pour que le recollement soit unique, il faut que gNS(ϕ = 0) = gNS(ϕ = 2π), et donc que 2g ∈ Z.
Cette dernière condition porte le nom de condition de quantification de Dirac.
Très clairement, la théorie de Dirac-Wu-Yang des monopôles magnétiques, consiste à travailler
dans le double complexe de Mayer-Vietoris C∗(A,Ω∗S2) (cf. annexe C) où A = {UN , US). A ∈
C0(A,Ω1S2) et B ∈ Z0(A,B2S2). B n’est donc pas d-exacte car A n’est pas une forme globale, ce
qui lève le problème de construction du champ monopôlaire. Par contre, le champ magnétique est
bien défini comme une 2-forme globale car

(δB)NS = BS −BN = 0 (4.42)

En effet
B = dAN = dAS = ıg sin θdθ ∧ dϕ (4.43)

Cette structure mathématique de la magnétostatique, utilisant la double complexe de Mayer-
Vietoris, est très différente de la structure usuelle de l’électromagnétisme qui est décrite par le
simple complexe de de Rham.

D’autre part, on a
ı

2π

∫

S2

B = č1 (4.44)

La charge magnétique du monopôle n’est autre que l’indice de Chern, moitié de la première
classe de Chern č1 ∈ Ȟ2(S2,Z) = Z, la condition de quantification de Dirac découle donc des
propriétés topologiques du fibré électromagnétique.
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En utilisant le feuilletage, on peut étendre le résultat sur R3. Avec le formalisme vectoriel, en
utilisant la correspondance ~eϕ ↔ r sin θdϕ, on a

~AN =
g(1 − cos θ)

r sin θ
~eϕ (4.45)

~AS = −g(1 + cos θ)

r sin θ
~eϕ (4.46)

~B = g
~r

r3
(4.47)

ou dans le formalisme des formes différentielles pour le doube-complexe C∗(A,Ω∗R3) A =
{R2 ×R+, R2 ×R−} :

AN = −ıg ydx− xdy
r(r + z)

(4.48)

AS = ıg
ydx − xdy
r(r − z) (4.49)

B = ıg
xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy

r3
(4.50)

où r =
√
x2 + y2 + z2.

Dans le plan z = 0, les potentiels se réduisent à

A = ıg
ydx− xdy
x2 + y2

∈ Ω1(R \ {(0, 0)}) (4.51)

Soit C une courbe fermée dans R2 \ {(0, 0)}, on a

1

2π

∮

C

ydx− xdy
x2 + y2

= n ∈ Z (4.52)

n est le nombre de tours orientés que fait C autour de (0, 0). Ce nombre est un invariant topo-
logique de C (on peut déformer continûment C dans R2 \ {(0, 0)} sans changer ce nombre). Il est
appelé nombre d’enroulements de C, cf. [93] p152. On a alors −ı2π

∮
C A = ng. La charge magnétique

du monopôle, la première classe de Chern des fibrés de Hopf et le nombre d’enroulements des che-
mins fermés dans le plan, sont des quantités qui caractérisent la même propriété topologique de
l’électromagnétisme avec monopôles magnétiques.

La théorie des monopôles magnétiques est une théorie locale, ce qui n’est pas usuel en électroma-
gnétisme. Il est possible d’obtenir une théorie globale, mais en considérant non pas les fonctions C∞
sur R3 mais les distributions. On étend un potentiel (AN par exemple), sur tout R3. Le problème
est que AN présente un singularité sur l’axe z pour z ≤ 0. De même, AS présente une singularité
sur l’axe z pour z ≥ 0. Ces singularités portent le nom de cordes de Dirac. Ces cordes de Dirac ont
l’inconvénient de ne pas être des invariants de jauge, et donc de ne pas être physique. En effet, les
changements de jauge font tourner les cordes dans l’espace. Par exemple un changement du système
des cartes locales des sphères feuillets, qui changerait l’équateur et donc les pôles des sphères, fait
tourner les cordes. On peut aussi imaginer que les cartes sur les différents feuillets S2 sont tels
que les pôles ne soient pas alignés, (il faut quand même que les différents pôles se trouvent sur
des courbes différentiables pour que l’atlas du feuilletage soit bien défini), alors les cordes de Di-
rac sont des courbes dans R3. Ces cordes de Dirac, sont le prix à payer pour avoir une théorie globale.
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On a alors au sens des distributions

dAN = B + 2πg

∫ +∞

0
δ(z + u)du dx ∧ dy (4.53)

En toute rigueur, on devrait plutôt écrire δsS (~r), la distribution de Dirac associée à la corde
sS, semi-droite [0,−∞[. La distribution apparaissant en plus du champ B, est la singularité de la
corde de Dirac. On a de même

dB = 4πgδ(~r)dx ∧ dy ∧ dz (4.54)

On trouve ici, la charge ponctuelle du monopôle magnétique. Historiquement, la théorie globale
avec les cordes de Dirac, est la théorie initiale que proposa Dirac. Plus tard, Wu et Yang ont
proposé la théorie locale (avec le double complexe de Mayer-Vietoris), pour se débarrasser des
cordes non-invariantes de jauge.

4.2.2 Transport adiabatique dans un système à deux niveaux

On considère un système à deux niveaux d’hamiltonien

H(~x) = xiσi =

(
x3 x1 − ıx2

x1 + ıx2 −x3

)
(4.55)

avec des paramètres de contrôles ~x ∈ R3, {σi} étant les matrices Pauli. Cet Hamiltonien corres-
pond par exemple, au problème d’un spin 1

2 en interaction avec un champ magnétique ~x (l’espace
des paramètres de contrôle étant l’espace des composantes du champ magnétique). Les valeurs
propres de H(~x) sont

E±(~x) = ±
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 (4.56)

On a un croisement de niveau pour ~x = ~0. On supose que la condition initiale de la dynamique
se trouve sur l’état +, et que le régime est adiabatique pur (pas de transition vers l’état −). De plus,
on évite le croisement, i.e., au cours des dynamiques t 7→ ~x(t) que l’on va considérer, ∀t, ~x(t) 6= ~0.
Le vecteur propre associé à E+ est

|+, ~x〉N =
1√

2r(r + x3)

(
r + x3

x1 + ıx2

)
=

(
cos θ2

eıϕ sin θ
2

)
(4.57)

où θ = arctan

√
(x1)2+(x2)2

x3 , ϕ = arctan x2

x1 , et r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2. (r, θ, ϕ) sont les co-
ordonnées sphériques de R3. Cette définition du vecteur propre est singulière pour x3 = −r
( ⇐⇒ x1 = 0, x2 = 0, x3 < 0), on choisit donc de ne l’appliquer que pour ~x ∈ R2 × R+, c’est
à dire sur UN , la carte de l’hémisphère nord de la sphère engendrée par (θ, ϕ) (carte ayant la même
définition que dans le paragraphe précédent). Sur US , on choisit une autre convention

|+, ~x〉S =
1√

2r(r − x3)

(
x1 − ıx2

r − x3

)
=

(
e−ıϕ cos θ2

sin θ
2

)
(4.58)

Définition qui est singulière pour x3 = r (⇐⇒ x1 = 0, x2 = 0, x3 > 0). En utilisant les coordonnées
(θ, ϕ) pour les vecteurs propres, il est clair que le fibré adiabatique est P = (P, S2, S1, πP ) où P est
défini par la fonction de transition

gNS(θ, ϕ) = N 〈+, θ, ϕ|+, θ, ϕ〉S = e−ıϕ (4.59)

On reconnâıt ici la fonction de transition de la fibration de Hopf, donc P = S3. Le potentiel de
jauge adiabatique est donc

AN = N 〈+, ~x|d|+, ~x〉N = − ı
2

x2dx1 − x1dx2

r(r + x3)
=
ı

2
(1− cos θ)dϕ (4.60)
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AS = S〈+, ~x|d|+, ~x〉S =
ı

2

x2dx1 − x1dx2

r(r − x3)
= − ı

2
(1 + cos θ)dϕ (4.61)

On reconnâıt ici, les potentiels de jauge magnétiques associés à un monopôle magnétique de
charge 1

2 en ~x = ~0. On voit bien qu’un croisement de niveaux satisfait aux équations des monopôles

magnétiques de Dirac. À r constant, la variété décrivant le système est la sphère S2 ' CP 1. On voit
que cette représentation (θ, ϕ) est en fait le modèle universel de la mécanique quantique. S2 étant
la variété universelle (classifiante) pour les systèmes à deux niveaux. D’autre part, en considérant
le feuilletage par des sphères S2 concentriques, R3 apparâıt comme un espace universel généralisé.
On a déjà vu que la métrique quantique était la métrique usuelle de la sphère, celle-ci est engendrée
par plongement, par la métrique euclidienne δ que l’on va considérer comme la métrique quantique
de R3.

Remarque : en considérant l’état −, on aurait trouvé

AN− = − ı
2
(1− cos θ)dϕ (4.62)

AS− =
ı

2
(1 + cos θ)dϕ (4.63)

c’est à dire un monopôle de charge −1
2 .

Dans le cadre de la théorie des champs, Ezawa et Tze [42] notent qu’un unique champ de
matière φ(x) ne peut être utilisé dans tout l’espace-temps en présence d’un monopôle magnétique.
Ils utilisent, un formalisme dépendant d’un chemin : φ(x,P) = e

R x
∞Aφ(x) où P est un chemin de

l’infini vers x. Ce nouveau champ de matière est invariant de jauge. Dans le même esprit, soit C un
chemin d’un point arbitraire ~x0 ∈ US vers ~x. La fonction d’onde après un transport adiabatique de
~x0 vers ~x est

ψ](~x, C) =





e
−

R ~x
~x0
AS+ |+, ~x〉S si ~x ∈ US

e
−

R ~x1
~x0

AS+e
−

R ~x
~x1
AN+ |+, ~x〉N si ~x ∈ UN , avec ~x1 ∈ UN ∩ US ∩ C

(4.64)

On voit que le formalisme utilisé par Ezawa et Tze pour définir un champ de matière en présence
d’un monopôle magnétique est similaire à la formule de transport adiabatique. On voit encore, que
le système dynamique quantique contrôlé par C dans M est similaire à une particule matérielle
chargée astreinte à se déplacer le long de C en présence du monopôle magnétique.

Pour plus détails sur la théorie des monopôles de Dirac, le lecteur peut se reporter à [129, 87,
74, 28, 96].

4.2.3 Monopôles magnétiques adiabatiques standards

Dans cette partie, nous étudierons un certain nombre de cas standards de monopôles adiaba-
tiques, n’impliquant que des croisements simples.

Monopôles de Dirac

On a vu que F associé à une unique valeur propre non-dégénérée divergeait aux points où
celle-ci croise une autre valeur propre non-dégénérée. Le croisement apparâıt donc comme un mo-
nopôle magnétique. Si on considère un espace actif multi-dimensionnel avec pour potentiel de jauge
A ∈ C0(A,Ω1(M, u(M))), si la valeur propre Ea croise la valeur propres Eb en ~Q, les champs
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magnétiques (les champs adiabatiques diagonaux), Fa = dAaa et Fb = dAbb divergent en ~Q, on
a alors des monopôles magnétiques associés à chacun de ces états (les monopôles sont de charge
inverse). On dira que le monopôle associé à Fa est un monopôle U(1), de même pour celui associé à
Fb. Lorsqu’on considère le couple d’états, on dira que le double monopôle est un monopôle SU(2).

Le champ F{a,b} = dA{a,b} + A{a,b} ∧ A{a,b} (où A{a,b} est la matrice extraite

(
Aaa Aab
Aba Abb

)
), du

monopôle SU(2) va être étudié dans la suite, mais il est clair que l’information apportée par les
deux monopôles U(1) est redondante avec l’information apportée par le monopôle SU(2). Dans la
littérature de la théorie des champs, il existe une description alternative au modèle de Dirac des
monopôles magnétiques. Cette description porte le nom de monopôles magnétiques de ’t Hooft-
Polyakov. On retrouve cette double description ici. Les monopôles U(1) sont des monopôles de
Dirac.

Monopôles de ’t Hooft-Polyakov

La théorie de Dirac des monopôles magnétiques pose en physique des particules certains pro-
blèmes (même avec l’élimination des cordes par la méthode de Wu-Yang). Le principal d’entre eux
étant que l’énergie du monopôle est divergente. D’autre part, pour être tout à fait satisfaisante, une
théorie de monopôles magnétiques devrait tenir compte des interactions nucléaires faibles. C’est
pour résoudre ces problèmes que ’t Hooft et Polyakov ont proposés un autre modèle de mono-
pôles magnétiques, fondé sur l’interaction électrofaible (cf. [45, 1]). Cette théorie est la suivante.
On considère le groupe de jauge SU(2). L’algèbre de Lie de SU(2), su(2), est engendrée par les
matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −ı
ı 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(4.65)

Ces matrices satisfont à la règle de commutation suivante

[σi, σj ] = 2ıεij
kσk (4.66)

ε étant le symbole de Levi-Civita. Les constantes de structure de cette algèbre avec les matrices de
Pauli pour générateurs sont donc Ckij = 2ıεij

k. On peut munir su(2), comme toute algèbre de Lie,
d’une forme bilinaire naturelle, la forme de Killing [18]. Celle-ci est définie par :

Kij = C likC
k
jl = −4εik

lεil
k = 4εik

lεi
l
k = 8δij (4.67)

On note 〈., .〉K cette forme de Killing, i.e. si A = Aiσi ∈ su(2) et B = Biσi ∈ su(2), alors
〈A,B〉K = KijA

iBj. On remarque enfin que l’algèbre (su(2),+, [., .], 〈., .〉K ) est isomorphe à l’al-
gèbre (R3,+,∧, ·) (où ici ∧ désigne le produit vectoriel et pas le produit extérieur, · désigne le
produit scalaire), par les relations suivantes

A = Aiσi ↔ ~A = (A1, A2, A3) (4.68)

[A,B] = AiBj[σi, σj ] = 2ıAiBjεij
kσk = 2ı( ~A ∧ ~B)kσk (4.69)

〈A,B〉K = 8 ~A · ~B (4.70)

Ces propriétés de su(2) étant rappelées, on revient au modèle de ’t Hooft-Polyakov des mono-
pôles magnétiques. On considère φ ∈ Ω0(R3, su(2)) un champ de Higgs, sur lequel agit SU(2) par la
représentation adjointe, i.e. Ad(g)φ = gφg−1, ∀g ∈ SU(2). Ici R3 est la variété de base du fibré élec-
trofaible (FEW ,R

3, SU(2), πEW ), donc l’espace physique ordinaire. φ = φiσi, on associe au champ
de Higgs un champ de vecteurs ~φ = (φ1, φ2, φ3). On note traditionnellement par W ∈ Ω1(R3, su(2))
le potentiel de jauge électrofaible et par G = dW ∈ Ω2(R3, su(2)) le champ électrofaible. La dérivée
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covariante sur le champ de Higgs est alors Dµφ = ∂µφ− [Wµ, φ] ou encore Dµ
~φ = ∂µ~φ− 2 ~Wµ ∧ ~φ.

Dans le modèle de ’t Hooft-Polyakov, on pose que le potentiel a la forme particulière suivante

Wµ =
1

2
[φ, ∂µφ] = φ∂µφ ~Wµ = ~φ ∧ ∂µ~φ (4.71)

le champ de Higgs étant normalisé, i.e. φφ = I2, on remarquera que φ∂µφ = −∂µφφ et donc
[φ, ∂µφ] = 2φ∂µφ. On a alors

Gµν = [∂µφ, ∂νφ] ~Gµν = 2∂µ~φ ∧ ∂ν ~φ (4.72)

On ne considère pas le champ F = dW +W ∧W qui est nul (ce qui assure la non-divergence
de l’energie). Pour correspondre à la réalité physique, on demande aux champs d’être à symétrie
sphérique et de correspondre à une particule de masse finie, les solutions doivent alors être prises
sous la forme suivante [1]

W± = W 1 ±W 2 = gf(r)e±ıϕ(sin θdϕ± ıdθ) (4.73)

W 3 = g(1 − cos θ)dϕ (4.74)

où (r, θ, ϕ) sont les coordonnées polaires de R3, g est une constante que l’on va interpréter comme
la charge du monopôle et f est une fonction qui tend vers 1 quand r tend vers 0, et qui tend vers
0 quand r tend vers l’infini. On retrouve le potentiel de jauge du monopôle de Dirac dans W 3,
ce qui montre bien qu’il s’agit d’une généralisation de la théorie de Dirac. En théorie des champs,
on interprète W 3 comme un champ de photons et W± comme les champs des bosons médiateurs
de l’interaction nucléaire faible. Le champ magnétique du monopôle de ’t Hooft-Polyakov est alors
défini par

Bµν =
1

16
〈φ,G〉K Bµν =

1

2
~φ · ~Gµν = ~φ · (∂µ~φ ∧ ∂ν~φ) (4.75)

SoitM une surface fermée dans l’espace physique ordinaire, englobant zéro (position du mono-
pôle magnétique). Il est clair que le flux du champ magnétique est

∫

M
B =

∫

M
~φ · (∂µ~φ ∧ ∂ν ~φ)dRµ ∧ dRν = 4πg (4.76)

{Rµ} étant un système de coordonnées pourM.

Proposition 7. Soit P = (P,M, U(1), πP ) un fibré principal, tel que M soit compacte de dimen-
sion 2. Le fibré universel associé à P est la fibration de Hopf U = (S3, S2, S1, πU ). Soit h :M→ S2

l’application universelle. En considérant S2 plongée dans R3, on peut écrire ~h :M→ S2 où ~h(~R)
(∀~R ∈M) est un vecteur unitaire de R3. On appelle, indice de Pontrjagin la quantité

IP =
1

2π

∫

M
~h · (∂µ~h ∧ ∂ν~h)dRµ ∧ dRν (4.77)

IP ∈ Z.

Preuve :

Soit F la courbure de U . On sait que F est de la forme

F = g
εijkx

idxj ∧ dxk

r3
(4.78)

puisque la courbure du fibré de Hopf a été explicité à la section concernant les monopôles
de Dirac.

h∗F = gεijkh
i∂µh

j∂νh
kdRµ ∧ dRν (4.79)
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car ~h · ~h = 1. Soit č1 la première classe de Chern pour le fibré de Hopf.

č1 =
1

2π

∫

S2

F = 2g ∈ Z (4.80)

mais
1

2π

∫

M

h∗F =
1

2π

∫

h(M)

F =
1

2π

∫

S2

F (4.81)

Donc
1

2π

∫

M

h∗F ∈ Z (4.82)

⇒ 1

2π

∫

M

~h · (∂µ
~h ∧ ∂ν

~h)dRµ ∧ dRν ∈ Z (4.83)

�

~φ�M est une application deM vers S2. La charge du monopôle magnétique de ’t Hooft-Polyakov
est donc l’indice de Pontrjagin (la première classe de Chern du fibré universel), la condition de quan-
tification de Dirac g ∈ 1

2Z, est donc là encore liée à la topologie du fibré de Hopf. On remarquera,
qu’à r ∈ V(+∞) (f(r) ∼ 0), G ∼ FDσ3 où FD est le champ magnétique d’un monopôle de Dirac.
Ainsi à partir de la distance où les interactions faibles sont nulles, on retrouve la théorie de Dirac
des monopôles magnétiques.

On revient maintenant au problème du transport adiabatique. On considère donc un système à
deux niveaux d’Hamiltonien

H(~r) =

(
z x− ıy

x+ ıy −z

)
(4.84)

Les deux valeurs propres sont ±r = ±
√
x2 + y2 + z2, et on choisit les vecteurs propres suivants

|+, ~r〉 = 1√
2r(r + z)

(
r + z
x+ ıy

)
|−, ~r〉 = 1√

2r(r + z)

(
x− ıy
−z − r

)
(4.85)

On regroupe ces vecteurs au sein d’une matrice T (~r) ∈ M2×2(C). On a alors le potentiel
adiabatique A = T †dT ∈ Ω1(R3, su(2)). L’espace actif de dimension 2 étant parfaitement isolé
(puisque ici c’est l’espace de Hilbert total), F = dA+A ∧A = 0.

A =

(
− ı

2
ydx−xdy
r(r+z)

(r2−x2+zr+ıxy)dx−ı(r2−y2+zr−ıxy)dy
2r2(r+z) − (x−ıy)dz

2r2

− (r2−x2+zr−ıxy)dx+ı(r2−y2+zr+ıxy)dy
2r2(r+z)

+ (x+ıy)dz
2r2

ı
2
ydx−xdy
r(r+z)

)

(4.86)

On introduit les coordonnées polaires θ = arctan

√
x2+y2

z et ϕ = arctan y
x . On a alors

T (θ, ϕ) =

(
cos θ2 eıϕ sin θ

2

e−ıϕ sin θ
2 − cos θ2

)
= sinϕ sin

θ

2
σ1 + cosϕ sin

θ

2
σ2 + cos

θ

2
σ3 (4.87)

et en définitive :

A = ı

(
1
2 (1− cos θ)dϕ e−ıϕ

2 (− sin θdϕ− ıdθ)
eıϕ

2 (− sin θdϕ+ ıdθ) −1
2(1− cos θ)dϕ

)
(4.88)

On reconnâıt l’expression du potentiel d’un monopôle de t’-Hooft-Polyakov de charge 1
2 pour

f(r) = 1. La matrice des vecteurs propres T , s’interprète alors comme un champ de Higgs que l’on
peut écrire

~φ =




cos θ2 sinϕ

sin θ
2 sinϕ

cosϕ



 (4.89)
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qui est l’application vers le modèle universel de la fibration de Hopf (S3, S2, S1, πU ). Le champ
électrofaible du monopôle adiabatique est alors

G = dA = ı

(
1
2 sin θ 1

2(1− cos θ)e−ıϕ
1
2(1− cos θ)eıϕ −1

2 sin θ

)
dϕ ∧ dθ (4.90)

Enfin le champ magnétique du monopôle est

B =
1

2
~φ · ~G =

ı

4
((1− cos θ) sin

θ

2
+ sin θ cos

θ

2
)dϕ ∧ dθ (4.91)

=
ı

2
sin

θ

2
dϕ ∧ dθ (4.92)

−ı
4π

∫

S2

B =
1

2
(4.93)

En résumé, la description du transport adiabatique en présence d’un croisement simple décrit
par le groupe de jauge SU(2) est la suivante. Le système dynamique est équivalent à une particule
chargée, astreinte à se déplacer le long d’un chemin C dansM où règne un champ électrofaible G
produit par un monopôle magnétique de ’t Hooft-Polyakov (le croisement) et un champ Higgs T (la
section du fibré adiabatique). On notera une différence importante avec la physique des particules,
dans l’analogie entre transport adiabatique et interaction électrofaible, le champ de force faible
ne devient pas nul avec la distance au monopôle (f(r) = 1). L’interaction faible adiabatique et
l’interaction électromagnétique adiabatique ont la même portée.
On remarquera que dans cette description, l’espace universel généralisé R3, peut être considéré
comme l’algèbre de Lie su(2), la forme de Killing mesurant alors les distances quantiques.

Vortexes magnétiques

On considère un Hamiltonien dépendant de deux paramètres (x, y) ∈ R2, tel que

H(x, y) =

(
y x
x −y

)
(4.94)

Les valeurs propres de H sont les suivantes :

E±(x, y) = ±
√
x2 + y2 = ±r (4.95)

On pose θ = arctan x
y , U

N = {θ ∈ [−π/2 − ε, π/2 + ε]} et US = {θ ∈ [π/2 − ε, 3π/2 + ε]} où

ε est un petit paramètre. Dans les coordonnées de R2, on a UN = R × R+ et US = R × R−. Les
vecteurs propres de H sont alors

|+, x, y〉N =
1√

2r(r + y)

(
y + r
x

)
=

(
cos θ2
sin θ

2

)
(4.96)

|−, x, y〉S =
1√

2r(r − y)

(
y − r
x

)
=

(
− sin θ

2

cos θ2

)
(4.97)

|+, x, y〉S =
1√

2r(r − y)

(
x

r − y

)
=

(
cos θ2
sin θ

2

)
(4.98)

|−, x, y〉N =
1√

2r(r + y)

(
x

y + r

)
=

(
sin θ

2

− cos θ2

)
(4.99)
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La fonction de transition est donc

gNS(~R) =

(
N 〈+|+〉S N 〈+|−〉S
N 〈−|+〉S N 〈−|−〉S

)
=

(
1 0
0 −1

)
(4.100)

définissant un fibré principal (P, S1, O(2), πP ). Le potentiel de jauge est alors

AN (x, y) =
1

2

ydx− xdy
x2 + y2

(
0 1
−1 0

)
∈ Ω1(M, so(2)) (4.101)

On retrouve le potentiel d’un monopôle magnétique de Dirac de charge 1
2 , ce qui est tout à fait

normal puisque SO(2) ' U(1). Considérons maintenant l’Hamiltonien

H(x, y, z) =




x y 0
y −x 0
0 0 z



 (4.102)

Les valeurs propres de cet Hamiltonien sont ±
√
x2 + y2 et z, et il n’est pas difficile de voir

que tous les plans z = Cste correspondent à la situation décrite plus haut d’un monopôle SO(2).
En clair, tout se passe comme si l’axe z était un monopôle magnétique qui n’est pas ponctuel
mais linéaire. Un tel objet porte dans la littérature le nom de vortexe magnétique (cf. [2, 1, 66]).
On parle aussi de cordes magnétiques, de cordes électrofaibles ou encore de cordes cosmiques. Ces
cordes sont très différentes des cordes de Dirac, elles sont invariantes de jauge et émettent un
champ magnétique (le champ diverge au niveau des cordes de Dirac, mais est immédiatement nul
en dehors de la corde). Les cordes magnétiques satisfont à une condition de quantification de Dirac,
la circulation du potentiel vecteur sur un chemin fermé entourant la corde est toujours 2πn avec
n ∈ Z. n est invariant par déformation du chemin. On ne parle pas de charge dans ce cas, puisque
on ne peut pas englober la singularité par une sphère, n est appelé le nombre d’enroulements de la
corde. Dans le cas d’un monopôle, ce nombre n’a de sens que pour un espace à deux dimensions,
alors que pour une corde, il existe dans un espace à 3 dimensions.

4.3 Passages adiabatiques, trous de ver et espaces parallèles

4.3.1 Régimes adiabatiques purs / transitions soudaines

On s’intéresse aux régimes dynamiques où l’évolution des paramètres de contrôle est suffisam-
ment lente pour que le système reste sur son état propre instantané d’origine. On supposera que
tous les états sont globalement non-dégénéré et qu’il n’y a pas de croisement faisant intervenir plus
de deux états. Lorsque les paramètres de contrôle amènent le système sur un croisement, alors le
système passe subitement de l’état propre d’origine vers l’état qui vient d’être croisé. C’est ce que
l’on appelle un passage adiabatique. La topologie de ces passages a été étudiée de manière très
approfondie par Guérin, Jauslin et Yatsenko [148, 60, 56, 59, 61, 58].
Supposons que le chemin C ne rencontre qu’un croisement entre les valeurs propres non-dégénérées
Ea et Eb à l’instant tq à la position ~R(tq). Alors la fonction d’onde aura la forme suivante

ψ](t) =

{
e−

R t
0
〈a, ~R(t′)|∂t′ |a, ~R(t′)〉dt′ |a, ~R(t)〉 si t < tq

e−
R tq
0 〈a, ~R(t′)|∂t′ |a, ~R(t′)〉dt′e

−
R t
tq
〈b, ~R(t′)|∂t′ |b, ~R(t′)〉dt′ |b, ~R(t)〉 si t > tq

(4.103)

Ainsi dans ce régime Pe−
R

A est le produit de matrices diagonales tant que le chemin évite les
croisements, par des matrices de permutations au niveau des croisements. Comment interpréter le
rôle des monopoles magnétiques dans ces régimes où on n’évite plus les croisements ? On sait que le
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fibré qui va décrire cette dynamique est (P,M, TM , πP ) somme de Whitney des fibrés adiabatiques
pour un seul état. À chacun des états de l’espace actif {|a, ~R〉}a=1,...,M , on associe une copie de la
variété de base {Ma}a. On “fibre”Ma par le fibré linéaire correspondant (La,Ma,C, πa). Ce qui
définit un potentiel de jauge Aa = 〈a, ~R|dMa |a, ~R〉 et une courbure Fa = dMaAa, ∀a = 1, ...,M .
Ainsi, si la valeur propre Ea croise Eb au point Q ∈ M (variété modèle), alors Fa présente une
divergence (un monopole magnétique) au point ~Q dansMa et Fb diverge au point ~Q dansMb. Le
régime adiabatique pur / transitions soudaines, apparâıt alors dans notre analogie comme suivant.
La particule chargée virtuelle représentante du système, se déplace le long du chemin [0, tq[3 t 7→
~R(t) ∈Ma dans l’espaceMa. Si ~R(tq) = ~Q, alors à t = tq, quand la particule rencontre le monopôle,
celle-ci passe sur l’espaceMb, puis continue son chemin dansMb suivant la paramètrisation ]tq, T ] 3
t 7→ ~R(t) ∈ Mb. Le monopôle semble alors relier les espaces parallèles Ma et Mb. Cette situation
est tout à fait analogue à la théorie des “trous de ver” en relativité générale. Deux univers parallèles
qui présentent chacun un trou noir dont les “fonds” ont fusionnés, sont reliés par le passage que
constitue ces deux trous noirs. Le système constitué des deux trous noirs est appelé un trou de ver.
Dans notre modèle, en interprétant Fa, la courbure du fibréMa, comme la courbure de la variété
Ma, alors le croisement apparâıt comme un point de courbure infinie, c’est à dire un trou noir.
On peut interpréter Fa comme la courbure de Ma car celle-ci est à l’origine “molle”, elle n’a pas
de métrique naturelle, sauf la métrique de Fubini-Study, qui justement est la métrique compatible
avec la jauge adiabatique de courbure Fa. Enfin si Ma est une surface (dimension 2), l’analogie
est parfaite en identifiant C à R2, on peut considérer (La,Ma,R

2, πa) comme le fibré tangent à
Ma, de sorte que Fa est bien la courbure (au sens usuel du terme) de Ma équipé du pull-back
de la métrique de Fubini-Study. La connexion adiabatique apparâıt alors comme l’analogue de la
connexion de la relativité générale.
L’image“gravitation relativiste”du système dynamique est donc la suivante : le système est modélisé
par une particule se déplaçant dans un des espaces parallèles Ma, de courbure Fa, où existent des
trous de ver reliant cet espace aux autres espaces parallèles. Les deux images du système dynamique,
électromagnétique et gravitation relativiste, sont tout à fait compatibles. En effet, on montre qu’en
relativité générale, du point de vu de ses propriétés magnétiques, rien ne distingue un trou de
ver d’un monopôle magnétique de Dirac, cf. [43]. De plus, la relativité générale peut être réécrite
comme une théorie de jauge SU(2) (formulation relationiste de la relativité générale). Dans ce cas,
le potentiel de jauge porte le nom de spin-connexion. C’est donc une image gravimagnétique qui
modélise la système dynamique, dans laquelle les croisements apparaissent comme des monopôles-
trous de ver.

4.3.2 Régimes avec couplages adiabatiques off-diagonaux

On se place maintenant dans le cadre des régimes où la dynamique est suffisamment lente pour
que l’espace actif soit isolé, mais où il reste des couplages non-adiabatiques entre les états internes
à l’espace actif. Dans ce cas, des transferts partiels de population peuvent survenir entre les états.
La probabilité d’occupation d’un état propre instantané n’est en général pas 1, et le système se
trouve dans une superposition quantique d’états propres. Dans l’analogie gravimagnétique cette
situation se traduit par le modèle suivant. Il existe toujours M espaces parallèles Ma, avec pour
courbure-champ magnétique dAaa. Les croisements de valeurs propres apparaissent toujours comme
des monopôles magnétiques-trous de ver entre les espaces parallèles. Mais pour reproduire la su-
perposition d’états propres, on doit considérer que la particule virtuelle modélisant le système, se
trouve sur plusieurs espaces parallèles à la fois. En d’autres termes, elle se trouve sur une superpo-
sition quantique d’espaces parallèles. Les interférences entre les transports adiabatiques purs dues
aux transitions non-adiabatiques, s’interprètent alors comme des interférences entre espaces paral-
lèles.
Il est très remarquable de retrouver ici une des écoles d’interprétation de la mécanique quantique,
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l’interprétation d’Everett et Hartle. Cette interprétation a été proposée dans le but d’étudier la
cosmologie quantique, c’est à dire la fonction d’onde de l’Univers dans son entier. En cosmologie
quantique, il est impossible d’utiliser l’interprétation de l’école de Copenhague, puisque celle-ci fait
intervenir un expérimentateur extérieur au système. Rappelons que la parabole du chat de Schrö-
dinger dans cette interprétation se traduit en ces termes : tant que la bôıte est fermée le chat est à
la fois vivant et mort. L’information sur la vie du chat n’existe pas dans la bôıte en accord avec la
violation des inégalités de Bell. L’expérimentateur quand il ouvre la bôıte, perturbe l’état du chat
et le projette soit dans la vie soit dans la mort. Mais lorsque le système est l’Univers tout entier,
il n’y a pas d’expérimentateur extérieur. Pour résoudre ce problème, Everett et Hartle proposent
l’interprétation suivante. Il existe deux Univers parallèles (dans le langage de Everett-Hartle, on dit
plutôt deux branches d’univers), l’un dans lequel le chat est vivant, l’autre dans lequel il est mort.
Lorsqu’on ouvre la bôıte, on se contente de découvrir dans lequel de ces Univers nous vivons. Ainsi,
il y a bien une information cachée, pas sur l’état de vie du chat, mais sur l’Univers dans lequel on
vit. Cette interprétation est toujours en accord avec la violation des inégalités de Bell. En effet,
les expériences sur les inégalités de Bell, montrent qu’il n’a pas de variables cachées dans la bôıte.
Dans l’interprétation de Everett-Hartle, il n’y a pas de variables cachées dans la bôıte, la variable
cachée se trouve dans l’Univers dans son entier. Pour montrer l’existence de cette variable, il fau-
drait faire des mesures de Bell, sur l’Univers entier en sortant de celui-ci, ce qui est impossible. En
d’autres termes, les expériences de Bell montrent qu’il n’y a pas de variables cachées locales (dans la
bôıte), mais n’excluent pas l’existence de variables cachées globales, ce qu’exploite l’interprétation
de Everett-Hartle. Le problème avec cette interprétation, est le statut des interférences. Dans une
expérience de type trous d’Young, pour expliquer la figure d’interférences qui apparâıt, même avec
une source n’envoyant qu’une particule à la fois, l’école de Copenhague affirme que la particule passe
simultanément par les deux trous. Dans l’interprétation d’Everett-Hartle, la particule ne passe que
par un seul trou, le trou 1 sur une branche d’Univers et le trou 2 sur une autre branche. Pour expli-
quer la figure d’interférence, la solution est de supposer que les deux branches d’Univers interfèrent
l’une avec l’autre. On retrouve tous les ingrédients de l’interprétation d’Everett-Hartle dans notre
analogie, l’Univers étant remplacé par la variété de contrôle du système. Notons que l’analogie avec
la cosmologie quantique est bien plus forte encore. En effet, certaines théories qui considèrent le
passage du mur de Planck comme une transition de phase (différenciation de la gravitation des
autres forces), affirment que cette transition de phase n’a pas été parfaite et a produit des défauts
topologiques (comme la transition de phase liquide-solide qui peut produire des défauts dans le
cristal solide, comme des clivages par exemple). Les défauts de dimension 2, sont appelés murs
domaniaux, ceux de dimension 1 sont appelé des cordes cosmiques et s’avèrent être des vortexes
magnétiques. Enfin les défauts ponctuels de l’Univers satisfont à toutes les propriétés des monopôles
magnétiques. Dans notre modélisation des systèmes dynamiques quantiques, on retrouve ces entités
de la cosmologie quantique, monopôles et vortexes magnétiques.

4.4 Notion de sous-espaces actifs - champs matriciels

Définition 9 (Sous-espace actif). Soit (P,M, U(M), πP ) le fibré adiabatique et (E,M,CM , πE)
son fibré vectoriel associé. On rappelle que l’espace actif (se déformant) est S(~R) = π−1

E (~R). On

dit que V (~R) ⊂ S(~R) est un sous-espace actif de S(~R) de dimension N < M , si

– ∃I ⊂ {1, ...,M}, cardI = N tel que V (~R) soit engendré par {|a, ~R〉}a∈I .
– ∃V une sous-variété de M, tel que pour tout chemin C paramétré par t 7→ ~R(t) ∈ V, et pour

toute condition initiale ψ0 ∈ V (~R(0)) ⊂ S(~R(0)), le transport parallèle de ψ0 au dessus de C
reste dans V (~R(t)).

– ∀~R ∈ V, ∀a ∈ I, ∀b ∈ {1, ...,M} \ I, Ea(~R) 6= Eb(~R).
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(π−1
V (V),V, U(N), πV ) et (π−1

EV
(V),V,CN , πEV ) sont des sous-fibrés des fibrés adiabatiques. Un

sous-espace actif est donc un espace qui est localement isolé (un espace actif étant isolé sur toute
la variétéM). V (~R) peut croiser des valeurs propres qui lui sont extérieures, pour ~R ∈M\ V. On
notera SI(~R) le sous-espace actif associé aux labels I.

Théorème 8. Soit (P,M, U(M), πP ) et (E,M,CM , πE) les fibrés adiabatiques. On note S(~R) =
π−1
E (~R) l’espace actif. Soit I ⊂ {1, ...,M} un ensemble d’indices. On note SI(~R) le sous-espace

actif associé à cet ensemble. Soit A =



〈1, ~R|d|1, ~R〉 ... 〈1, ~R|d|M, ~R〉

...
. . .

...

〈M, ~R|d|1, ~R〉 ... 〈M, ~R|d|M, ~R〉


 ∈ Ω1(M, u(M)) le

potentiel de jauge adiabatique. On note AI la matrice extraite de A pour les positions de I, i.e. si
I = {i1, ..., iN} avec ij < ij+1, on a

AI =



〈i1, ~R|d|i1, ~R〉 ... 〈i1, ~R|d|iN , ~R〉

...
. . .

...

〈iN , ~R|d|i1, ~R〉 ... 〈iN , ~R|d|iN , ~R〉


 ∈ Ω1(M, u(N)) (4.104)

Soit FI = dAI +AI ∧AI le champ adiabatique dérivant de AI .

– si ∃ ~Q ∈ M tel que Ea(~Q) = Eb(~Q) avec a, b ∈ I, alors lim~R→ ~Q ‖FI(~R)‖∞ < +∞, le champ
n’est pas divergeant pour un croisement interne au sous-espace actif SI .

– si ∃ ~Q ∈ M tel que Ea(~Q) = Eb(~Q) avec a ∈ I et b 6∈ I, alors lim~R→ ~Q ‖FI(~R)‖∞ = +∞, le
champ est divergeant si le sous-espace actif SI croise un autre sous-espace actif.

La norme matricielle étant : ∀B ∈MN×N (C), ‖B‖∞ = maxa,b=1,...,N |Bab|.

Démonstration :

Soit Y ∈ Mn×N(C) (n = dimH) la matrice des vecteurs propres de I, i.e. Y (~R) = (|i1, ~R〉, ..., |iN , ~R〉).
AI = Y †dY . Donc

FI = dAI +AI ∧AI =
(
∂µY

†∂νY + Y †∂µY Y
†∂νY

)
dRµ ∧ dRν (4.105)

On note S⊥
I le complémentaire orthogonal de SI dans S, et I⊥ = {1, ...,M} \ I. Soient
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a, b ∈ I, en utilisant la relation de fermeture, on a

[FI ]ab =

(
〈a, ~R|′µ|b, ~R〉′ν +

∑

c∈I

〈a, ~R|∂µ|c, ~R〉〈c, ~R|∂ν |b, ~R〉
)
dRµ ∧ dRν (4.106)

=

(
M∑

d=1

〈d, ~R|∂µ|a, ~R〉〈d, ~R|∂ν |b, ~R〉

+
∑

c∈I

〈a, ~R|∂µ|c, ~R〉〈c, ~R|∂ν |b, ~R〉
)
dRµ ∧ dRν (4.107)

=




∑

d∈I⊥

〈d, ~R|∂µ|a, ~R〉〈d, ~R|∂ν |b, ~R〉

+
∑

c∈I

(
〈c, ~R|∂µ|a, ~R〉+ 〈a, ~R|∂µ|c, ~R〉

)
〈c, ~R|∂ν |b, ~R〉

)
dRµ ∧ dRν (4.108)

=




∑

d∈I⊥

〈d, ~R|∂µ|a, ~R〉〈d, ~R|∂ν |b, ~R〉

+
∑

c∈I

(
∂µ〈a, ~R|c, ~R〉

)
〈c, ~R|∂ν |b, ~R〉

)
dRµ ∧ dRν (4.109)

=




∑

d∈I⊥

〈d, ~R|∂µ|a, ~R〉〈d, ~R|∂ν |b, ~R〉

+
∑

c∈I

(∂µδab) 〈c, ~R|∂ν |b, ~R〉
)
dRµ ∧ dRν (4.110)

=
∑

d∈I⊥

〈d, ~R|∂µ|a, ~R〉〈d, ~R|∂ν |b, ~R〉dRµ ∧ dRν (4.111)

=
∑

d∈I⊥

〈a, ~R|∂µH |d, ~R〉〈d, ~R|∂νH |b, ~R〉
(Ea(~R)− Ed(~R))(Eb(~R)− Ed(~R))

dRµ ∧ dRν (4.112)

Si ~Q est un point tel que deux valeurs propres i ∈ I et j ∈ I de SI se croisent, comme dans
la dernière expression d ∈ I⊥, il n’y pas de diviseur (Ei −Ej) dans l’expression [FI ]ab ∀a, b ∈ I,
donc ‖FI( ~Q)‖ < +∞, Par contre, si la valeur propre i ∈ I croise la valeur propre j ∈ I⊥ en ~Q,
alors des diviseurs (Ei − Ej) apparaissent et lim~R→~Q[FI ]ia = lim~R→~Q[FI ]ai = +∞, ∀a ∈ I.
Remarque : en toute rigueur, il apparâıt aussi dans la relation de fermeture des termes |k, ~R〉〈k, ~R|
où |k, ~R〉 6∈ S(~R) (k > M) est un vecteur en dehors de l’espace actif. Ces vecteurs ne jouant

aucun rôle, on les a omis ici. De plus, si S(~R) est un espace actif “parfait”, il n’y a ni couplages

non-adiabatiques, ni-croisements entre les états de S et ceux de S⊥, ainsi 〈a, ~R|d|k, ~R〉 = 0,
∀a = 1, ...,M , et les termes issus du projecteur sur S⊥ sont nuls.

�

Il apparâıt donc très clairement, que le champ adiabatique non-abélien FI diverge si et seulement
si SI croise un autre sous-espace actif. Notons le cas très particulier S(~R) = H, où l’espace actif est
pris comme l’espace de Hilbert total. On a alors A = T−1dT , ici T−1 est l’inversion d’une matrice
carrée. A est ce que l’on appelle la connexion plate. En effet F = dA + A ∧ A = dT−1 ∧ dT +
T−1dT ∧ T−1dT = −T−2dT ∧ dT + T−1dT ∧ T−1dT = −T−1dT ∧ T−1dT + T−1dT ∧ T−1dT = 0.
Lorsque l’espace actif est l’espace de Hilbert total, il est toujours parfaitement isolé (puisque c’est
l’espace tout entier).
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4.5 Surface de contrôle et monopôles adiabatiques

Dans la section précédente, nous avons vu avec des Hamiltoniens modèles, que les croisements
de valeurs propres se comportaient comme des monopôles ou des vortexes magnétiques. Dans cette
section, nous considérons le cas général, et montrerons qu’il se ramène au cas des Hamiltoniens
modèles de la section précédente. Afin de simplifier la discussion, nous ne considérerons dans cette
section que l’aspect monopôle de Dirac, sachant que si les termes scalaires (diagonaux) des champs,
satisfont aux équations des monopôles de Dirac, les champs matriciels 2×2 satisfont aux équations
des monopôles de ’t Hooft-Polyakov. Dans cette section les indices grecques se rapportent à la
variété de contrôle M et les indices latin à l’espace universel généralisé R3.

4.5.1 Immersion de la variété de contrôle, croisements et croisements évités

On considère un système dynamique quantique adiabatique décrit par un Hamiltonien auto-
adjoint H(~R), avec ~R ∈ M. La variété de contrôle M sera supposée dans toute cette section de
dimension 2. On considère un croisement entre deux valeurs propres non-dégénérées de H(~R), E1 et
E2. Dans le voisinage U de ce croisement, on peut éliminer les autres valeurs propres, et considérer
l’Hamiltonien effectif associé à ce croisement

∀~R ∈ U , Heff (~R) =

(
f3(~R) f1(~R)− ıf2(~R)

f1(~R) + ıf2(~R) −f3(~R)

)
(4.113)

On obtient Heff associé au sous-espace lié aux deux valeurs propres, par des techniques de par-
titionnement [85], qui peuvent éventuellement être combinées à une méthode KAM quantique [56],
à une méthode d’élimination adiabatique [56], ou à une méthode d’opérateur d’onde stationnaire
[85, 39] (cf. partie II). En comparant cet Hamiltonien avec l’Hamiltonien 4.55 associé au modèle
universel généralisé, on a une application f de la variété de contrôle M vers l’espace universel
généralisé R3, avec f(~R) = (f1(~R), f2(~R), f3(~R)) ∈ R3. On supposera que f est une application de
classe C∞. Soit l’application tangente f∗ : T~RM→ Tf(~R)R

3. Si on suppose qu’il existe un vecteur

tangent X àM en ~R ∈ U tel que f∗(X) = ~0, alors dans le modèle universel, f(U) est unidimensionel
en ~R, et par conséquent la direction X dans la variété de contrôle est associée à une modification des
paramètres de contrôle d’efficacité nulle. Ce cas “pathologique” est possible, mais afin de simplifier
la discussion, nous nous plaçons dans la situation où ker f∗ = {0} (f∗ injective), et donc où f est
une immersion de U dans R3. On remarquera par contre, que l’on ne suppose pas que f est un
plongement, plusieurs points deM pourront correspondre à un même point dans l’espace universel
généralisé.
On a un croisement de niveaux en ~R0 ∈ U si et seulement si f(~R0) = 0. Bien qu’un seul monopôle
magnétique soit présent dans l’espace universel généralisé R3, on n’exclut pas la possibilité qu’il
existe plusieurs monopôles (croisements de E1 avec E2) dans U en plusieurs points {~Ri}i=1,...,n si

f(~R1) = f(~R2) = ... = f(~Rn) = 0. La possibilité d’une levée de dégénérescence n’est pas non
plus exclue. Supposons qu’il existe une sous-variété V ⊂ U ⊂ M, qui est contractée en 0 par f
(∀~R ∈ V, f(~R) = 0). Dans ce cas, un chemin qui commence dans V et qui sort de V est une levée de
dégénérescence. On peut penser que V apparâıt dans l’image électromagnétique comme une zone
avec une densité magnétique de charge.
Un croisement évité apparâıt dans cette analyse géométrique comme le fait que la variété immergée
f(U) n’inclut pas 0 mais passe au voisinage de 0, i.e. ∀~R ∈ U , f(~R) 6= 0, mais ∃~R0 et ∃ε une petite

constante positive tels que ‖f(~R0)‖ =

√
(f1(~R0))2 + (f2(~R0))2 + (f3(~R))2 = ε et ∀~R ∈ U , ~R 6= ~R0,

‖f(~R)‖ > ε (~R0 est un minimum local de la norme vectorielle). On remarquera que 2ε est le gap
énergétique du croisement évité (cf. fig. 4.1).
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Fig. 4.1 – Graphes de deux surfaces énergétiques en fonction de la surface de contrôle M pour les
immersions suivantes : à gauche : f1(~R) = R1, f2(~R) = R2, f3(~R) = 0 ; à droite : f1(~R) = R1,
f2(~R) = R2 et f3(~R) = 1. Pour la figure de gauche, le monopôle est dans f(M) et on a un
croisement de niveaux en f(~R) = 0. Sur la figure de droite, le monopôle n’est pas dans f(M), mais
f(M) passe au voisinage de celui-ci pour ~R = 0, à cette position se trouve un croisement évité.

4.5.2 Structure Riemannienne de la variété de contrôle

On a déjà vu dans les chapitres précédents que l’on pouvait équiper la variété de contrôle d’une
métrique obtenue comme le pull-back de la métrique quantique du modèle universel. Localement,
sur U , la variété universelle associée à Heff est la sphère S2 ' CP 1 équipée de sa métrique
Riemannienne usuelle η = r2 sin2 ϕdθ2 +r2dϕ2 (où r est le rayon de la sphère). Mais cette métrique
est induite par la métrique Euclidienne de R3 sur la sphère plongée centrée sur le monopôle. On
rappelle à cette occasion que l’espace universel généralisée R3, est feuilleté par la variété universelle
S2. On note δ cette métrique (δij = 0 si i 6= j ou 1 sinon). La rigidification de U est obtenue par la
métrique induite par l’immersion de U dans R3 équipé de δ. La métrique naturelle dans U est donc

g = gµνdR
µdRν = δij

∂f i

∂Rµ
∂f j

∂Rν
dRµdRν (4.114)

Si l’on revient sur l’hypothèse que f est une immersion, on voit que g ne sera pas définie positive
et donc ne sera pas rigoureusement une métrique.

4.5.3 Champ magnétique de la variété de contrôle

Dans l’espace universel généralisé R3, on a le potentiel de jauge suivant (on choisit une des deux
conventions) :

A =
ı

2

x2dx1 − x1dx2

r(r − x3)
∈ Ω1

R
3 (4.115)

Le champ magnétique produit par le monopôle est

B = dA =
ı

2

x1dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 + x3dx1 ∧ dx2

r3
∈ Ω2

R
3 (4.116)

En utilisant l’identification entre formes différentielles et analyse vectorielle dxi ↔




δ1i
δ2i
δ3i



, on

peut considérer A comme un champ de vecteurs de R3 : ~A.
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On rappelle la définition du star-opérateur de Hodge associé à une métrique q dans une variété X
de dimension n :

∗q : ΩrX → Ωn−rX

∗q(dxi1 ∧ ... ∧ dxir) =

√
|det q|

(n− r)! q
i1j1...qirjrεj1,...,jndx

jr+1 ∧ ... ∧ dxjn (4.117)

où ε est le symbole de Levi-Civita, qijqjk = δik et det q = q1i1q2i2 ...qninε
i1,...,in. Dans R3, on a

simplement ∗δ : Ω2R3 → Ω1R3, avec ∗δ(dx1 ∧ dx2) = dx3. Alors ∗δB ∈ Ω1R3 peut être considéré
comme une champ de vecteurs ~B dans R3. La relation B = dA prend alors la forme ~B =

−→
rot ~A.

On considère l’application cotangente f∗ : Ω∗R3 → Ω∗M. Le potentiel de jauge de M localement
en U est

f∗A = Ai
∂f i

∂Rµ
dRµ (4.118)

On peut aussi calculer f∗A avec les vecteurs propres de Heff

f∗A = 〈1, ~R|dM|1, ~R〉 = [f∗〈+, ~x|dR3 |+, ~x〉]~x=f(~R) (4.119)

Comme f∗ est une application de châıne pour la différentielle extérieure, le champ magnétique
deM dans U est

f∗B = f∗dR3A = dMf
∗A = Bij

∂f i

∂Rµ
∂f j

∂Rν
dRµ ∧ dRν = 2Bij

∂f i

∂R1

∂f j

∂R2
dR1 ∧ dR2 (4.120)

De même que dans R3, le champ associé au formalisme électromagnétique usuel n’est pas f∗B ∈
Ω2M mais ∗gf∗B ∈ Ω0M (en électromagnétisme sur un espace à deux dimensions, le champ
magnétique est un champ scalaire).

∗g(dR1 ∧ dR2) =
√
|det g|g1µg2νεµν (4.121)

=
√
|det g|(g11g22 − g12g21) (4.122)

=
√
|det g| det g−1 (4.123)

=

√
|det g|
det g

(4.124)

=
sgn(det g)√
|det g|

(4.125)

Comme g est une métrique Riemmannienne (puiqu’elle est induite par la métrique Euclidienne),
det g > 0, donc

∗gf∗B = 2Bij
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

1√
det g

(4.126)

Soit la 2-coforme

N =
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
(4.127)

~N = ∗δN est le vecteur normal à la surface immergée f(M). On calcule la norme de ~N

‖ ~N‖2 = δkl(∗δN)k(∗δN)l (4.128)

= δkl
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2
εij

k ∂f
n

∂R1

∂fm

∂R2
εnm

l (4.129)

= (δinδjm − δimδjn)
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

∂fn

∂R1

∂fm

∂R2
(4.130)
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On a utilisé la propriété suivante du symbole de Levi-Civita : εij
kεnm

lδkl = δinδjm− δimδjn. De
plus on a

det g = g1µg2νε
µν (4.131)

= δin
∂f i

∂R1

∂fn

∂Rµ
δjm

∂f j

∂R2

∂fm

∂Rν
εµν (4.132)

= δinδjm
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

(
∂fn

∂R1

∂fm

∂R2
− ∂fm

∂R1

∂fn

∂R2

)
(4.133)

= (δinδjm − δimδjn)
∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

∂fn

∂R1

∂fm

∂R2
(4.134)

On voit donc que ‖ ~N‖ =
√

det g. Soit ~un = 1√
det g

~N le vecteur normal unitaire à f(M). La

densité du flux magnétique à travers f(M) est alors

~B · ~uN =
1√

det g
〈B,N〉 = 2Bij

∂f i

∂R1

∂f j

∂R2

1√
det g

(4.135)

où 〈., .〉 est le produit de dualité entre les espaces tangents et cotangents (i.e. 〈dxi, ∂
∂xj
〉 = δij).

En résumé
∗gf∗dA = ∗gf∗B = ∗gdMf∗A = ~B · ~uN (4.136)

Le champ magnétique scalaire dansM (∗gf∗B) est en fait le densité du flux du champ magné-
tique vectoriel de R3 à travers la surface immergée f(M). Ce résultat est fondamental car il permet
de définir le champ magnétique dans la surface de contrôle en toute généralité. La restriction à une
surface est un cas important, c’est celui que l’on considérera presque toujours dans les applications.
La répartition du champ peut alors prendre des formes très différentes suivant l’immersion. On a
représenté figure 4.2 différents champs magnétiques en fonction de la manière dont est immergée
M dans R3.

4.6 Charge apparente des monopôles magnétiques

Dans le modèle universel, le monopôle a une charge égale à 1
2 . Mais expérimentalement, c’est le

champ magnétique deM que l’on voit, et la charge apparente du monopôle dansM peut être diffé-
rente de 1

2 . Leboeuf et Mouchet [91] ont proposé une réalisation physique de monopôles magnétiques
non-élémentaires dans les systèmes dynamiques adiabatiques par l’introduction de paramètres de
contraintes. Ils ont exploré les propriétés de leurs monopôles non-élémentaires par l’analyse des
cordes de Dirac. Dans cette section, nous construirons des monopôles non-élémentaires par une mé-
thode différente qui utilise l’immersion de la variété de contrôle dans l’espace universel généralisé.
Cette analyse est équivalente à la méthode suivie par Leboeuf et Moucher mais a l’avantage d’être
dans la continuité de ce que nous avons introduit dans les chapitres précédents. On ne reproduira
pas ici la discussion sur les cordes de Dirac d’un monopôle non-élémentaire, le lecteur intéressé peut
se reporter à [91].

4.6.1 Géométrie d’un croisement de niveaux

Dans le modèle universel, le monopôle a une charge magnétique égale à 1
2 . Cela correspond

pour l’Hamiltonien 4.55, à un croisement conique des valeurs propres ±
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2, un
croisement conique étant un contact d’ordre 0 entre les surfaces énergétiques. On rappelle qu’un
contact en ~R0 entre deux surfaces définies par les équations z = E+(R1, R2) et z = E−(R1, R2)
dans l’espace (R1, R2, z), est dit d’ordre r si et seulement si la fonction E+(R1, R2) − E−(R1, R2)
et chacune de ses dérivées d’ordre inférieur ou égale à r, ont un zéro en ~R0. La notion d’ordre de
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Fig. 4.2 – Quelques exemples de variétés immergées f(M) avec leur densité de champ magnétique
monopôlaire ∗gf∗B. De gauche à droite et de haut en bas : une sphère avec un monopôle sur le pôle
nord, une sphère englobant un monopôle (mais pas centrée sur celui-ci), un Ruban de Möbius centré
sur un monopôle, un cylindre englobant un monopôle, un cylindre avec un monopôle sur sa surface,
une parabolöıde hyperbolique avec un monopôle en son centre, un tore centré sur un monopôle, un
tore englobant un monopôle et un tore avec un monopôle sur sa surface. Les unités sont arbitraires,
le jaune correspondant à un flux nul, le rouge à un flux positif important et le vert à un flux négatif
important. Notons que pour le Ruban de Möbius, on a considéré | ∗g f∗B| = | ~B · ~uN | à cause de la
non-orientabilité de cette surface.

contact est invariante sous difféomorphisme, donc cette notion est bien définie même sans équiperM
d’une métrique. Un exposé complet de la théorie des contacts de variétés peut être trouvé dans [94].

Pour l’Hamiltonien effectif Heff , l’ordre de contact entre les surfaces énergétiques (l’ordre de

l’intersection) dépend de l’immersion f . Soit E± = ±
√
f i(~R)f j(~R)δij les valeurs propres de Heff .
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Soit ε(~R) = E+(~R)−E−(~R)
2 , par définition si ~R0 est la position du croisement de niveaux ε(~R0) = 0

(i.e. ∀i, f i(~R0) = 0).

∂ε

∂Rµ
=

∂f i

∂Rµ f
jδij√

f if jδij
(4.137)

=
∂f1

∂Rµ f
1

√
(f1)2 + (f2)2 + (f3)2

+
∂f2

∂Rµ f
2

√
(f1)2 + (f2)2 + (f3)2

+
∂f3

∂Rµ f
3

√
(f1)2 + (f2)2 + (f3)2

(4.138)

Il est donc clair que

∀i, ∂f i

∂Rµ

]

~R=~R0

= 0⇒ ∂ε

∂Rµ

]

~R=~R0

= 0 (4.139)

L’ordre de contact entre les surfaces énergétiques est supérieur ou égale à 1 si ∀i, ∀µ, ∂f i

∂Rµ

]
~R=~R0

=

0. Plus généralement, on peut montrer que

∂nε

∂Rµ1 ...∂Rµn
=

1

2ε

n−1∑

p=0

∑

σ∈Sn

1

(n− p)!p!
∂n−pf i

∂Rµσ(1) ...∂Rµσ(n−p)

∂pf j

∂Rµσ(n−p+1) ...∂Rµσ(n)
δij

− 1

2ε

n−1∑

p=1

∑

σ∈Sn

1

(n− p)!p!
∂n−pε

∂Rµσ(1) ...∂Rµσ(n−p)

∂pε

∂Rµσ(n−p+1) ...∂Rµσ(n)
(4.140)

où Sn est le groupe des permutations de (1, ..., n).

Donc, l’ordre du croisement est supérieur ou égale à r si ∀n ≤ r, ∀i, ∀µ1, ..., µn
∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn

]
~R=~R0

=

0.

4.6.2 Analyse perturbative

Nous allons montrer que la charge apparente du monopôle magnétique dansM est liée à l’ordre
du croisement des valeurs propres, et donc est relié au nombre de dérivées nulles de f en ~R0. On
considère U le voisinage de ~R0. On suppose que f(U) est tangent au plan x3 = 0 dans R3, i.e.
que les cordes de Dirac sont orthogonales à f(U). Si ce n’est pas le cas, on peut toujours faire un
changement de jauge tel que les cordes de Dirac tournent jusqu’à être orthogonales à f(U). En
d’autres termes, on change le système de coordonnées de R3 de sorte que l’axe x3 cöıncide avec les
cordes de Dirac. En accord avec cette hypothèse, en supposant U suffisamment petit, on considère
que ∀~R ∈ U , f3(~R) ' 0. Dans le plan x3 = 0, on a le potentiel de jauge spécifique à un monopôle
magnétique de charge 1

2

A =
ı

2

x2dx1 − x1dx2

(x1)2 + (x2)2
=
ı

2

xidxjεij
xixjδij

(4.141)

Notons que dans cette expression, le symbole de Kronecker δij joue le rôle du tenseur métrique
du plan Euclidien, et le symbole de Levi-Civita εij joue le rôle du produit vectoriel de l’espace
Euclidien ; ils sont donc dépendant de la métrique (contrairement à ce qui précède, où le symbole
de Levi-Civita a été utilisé pour représenter la somme sur les permutations).
Le potentiel de jauge dansM au voisinage de ~R0 est

f∗A =
ı

2

f i(~R) ∂f
j

∂Rµ εijdR
µ

f i(~R)f j(~R)δij
(4.142)
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Mais au voisinage de ~R0, on peut écrire le développement limité

f i(~R) = f i(~R0) + (Rµ −Rµ0 )
∂f i

∂Rµ

]

~R=~R0

+
(Rµ −Rµ0 )(Rν −Rν0)

2

∂2f i

∂Rµ∂Rν

]

~R0

+ ...

...+
(Rµ1 −Rµ1

0 )...(Rµn −Rµn0 )

n!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn

]

~R0

+O(((Rµ −Rµ0 )(Rν −Rν0)δµν)
n/2) (4.143)

On suppose maintenant, que ∀r ≤ n−1, ∀i, ∀µ1, ..., µr
∂rf i

∂Rµ1 ...∂Rµr

]
~R=~R0

= 0 et donc que l’ordre

de contact du croisement de niveaux est égal à n − 1. Il est donc clair, que tout développement
limité doit être d’ordre égale à n. ∀~R ∈ U , on a

f i(~R) ' (Rµ1 −Rµ1
0 )...(Rµn −Rµn0 )

n!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn

]

~R0

(4.144)

∂f i

∂Rν
' (Rµ1 −Rµ1

0 )...(Rµn−1 −Rµn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn−1∂Rν

]

~R0

(4.145)

gµν(~R) =
∂f i

∂Rµ
∂f j

∂Rν
δij (4.146)

' (Rµ1 −Rµ1
0 )...(Rµn−1 −Rµn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn−1∂Rµ

]

~R0

×(Rν1 −Rν10 )...(Rνn−1 −Rνn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf i

∂Rν1...∂Rνn−1∂Rν

]

~R0

δij (4.147)

f if jδij '
(Rµ1 −Rµ1

0 )...(Rµn −Rµn0 )(Rν1 −Rν10 )...(Rνn −Rνn0 )

(n!)2

× ∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn

]

~R0

∂nf j

∂Rν1...∂Rνn

]

~R0

δij (4.148)

' (Rµn −Rµn0 )(Rνn −Rνn0 )

n2
gµnνn (4.149)

' N
n2

(4.150)

On a donc

f∗A ' ın2

2N

(
(Rµ1 −Rµ1

0 )...(Rµn −Rµn0 )

n!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn

]

~R0

×(Rν1 −Rν10 )...(Rνn−1 −Rνn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf j

∂Rν1 ...∂Rνn

]

~R0

εij

)
(4.151)

Or le produit vectoriel dansM induit par le produit vectoriel Euclidien est défini par

(Rµ −Rµ0 )dRνεgµν = (Rµ −Rµ0 )dRν
∂f i

∂Rµ
∂f j

∂Rν
εij (4.152)

' (Rµ −Rµ0 )dRν
(Rµ1 −Rµ1

0 )...(Rµn−1 −Rµn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf i

∂Rµ1 ...∂Rµn−1∂Rµ

]

~R0

×(Rν1 −Rν10 )...(Rνn−1 −Rνn−1

0 )

(n− 1)!

∂nf j

∂Rν1...∂Rνn−1∂Rν

]

~R0

εij (4.153)
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en résumé, on a

f∗A ' nı

2

(Rµ −Rµ0 )dRνεgµν

(Rλ −Rλ0 )(Rρ −Rρ0)gλρ
(4.154)

en comparant cette expression avec 4.141, on voit que f∗A est le potentiel de jauge d’un mono-
pôle de charge magnétique n

2 dans l’espace courbeM de métrique g. On en conclut que, si la charge
apparente du monopôle dansM est n+1

2 alors le contact des surfaces énergétiques est d’ordre n.

4.6.3 Analyse topologique

L’analyse précédente a l’avantage de montrer que le potentiel de jauge dansM correspond bien
à un monopôle magnétique, mais on peut faire une analyse plus courte, basée sur la topologie. Soit
S1 un cercle de centre (0, 0, 0) dans le plan x3 = 0 de l’espace universel généralisé. On a vu que la
charge du monopôle magnétique était liée à un invariant topologique des boucles de R2 \ {(0, 0)},
le nombre d’enroulements

−ı
2π

∮

S1

A =
1

4π

∮

S1

x2dx1 − x1dx2

(x1)2 + (x2)2
=

1

2
(4.155)

Soit S1 un cercle sur M de centre ~R0 contenu dans U . f(M) n’est pas une variété plate, mais
si le rayon du cercle S1 est suffisamment petit, on peut approcher le disque délimité par S1 sur
M, par le disque se trouvant dans le plan tangent en ~R0. Dans le voisinage de f(S1), f(M) est
approximativement plate. On introduit la coordonnée complexe deM, z = R1 + ıR2.

f(z) =
√

(f1(z))2 + (f2(z))2e
ı arctan

f2(z)

f1(z) (4.156)

= ε(z)e
ı arctan

f2(z)

f1(z) (4.157)

Si l’ordre de contact est égale à n−1, ε a un zéro d’ordre n en z0 = R1
0+ıR2

0. f étant holomorphe
sur U , on peut écrire f(z) = (z− z0)nh(z), où h(z) est une fonction holomorphe ne s’annulant pas,
de plus on pose (z − z0)n = rneınθ.

arg f(z) = arg(z − z0)n + arg h(z) = nθ + arg h(z) (4.158)

1

2π

∮

S1

d arg f =
1

2π

∮

S1

ndθ +
1

2π

∮

S1

d arg h(z) (4.159)

= n+
1

2π

∮

S1

∂ arg h(z)

∂z
dz

︸ ︷︷ ︸
=0 par le lemme des résidus

(4.160)

= n (4.161)

mais on a

d arg f = d arctan
f2

f1
=
f1df2 − f2df1

(f1)1 + (f2)2
= −ı2f∗A (4.162)

On en conclut que

−ı
2π

∮

S1

f∗A =
−ı
2π

∮

f(S1)
A =

n

2
(4.163)

Le monopôle dansM a une charge apparente égale à n
2 .

Les différentes situations sont illustrées sur la figure 4.3
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Fig. 4.3 – Différentes surfaces énergétiques en fonction de M pour (de gauche à droite) : l’im-
mersion f(~R) = (R1, R2, 0) (un monopôle de charge 1

2), l’immersion f(~R) = ((R1)2, (R2)2, 0) (un

monopôle de charge 1), et l’immersion f(~R) = ((R1)3, (R2)3, 0) (un monopôle de charge 3
2).

4.6.4 Boucles sur la variétés de contrôle

Pour une boucle quelconque dans U , l’analyse précédente peut être fausse si le rayon de la
boucle est important, f(U) pouvant alors ne pas être considéré comme plat. Soit C une boucle de
M et f(C) son immersion dans R3. Soit S une surface de R3 telle que ∂S = f(C). En utilisant le
théorème de Stokes, on a ∮

C
f∗A =

∮

f(C)
A =

∫

S
dA =

∫

S
B (4.164)

La phase de Berry (abélienne) associée à C est le flux du champ magnétique monopôlaire B à
travers S. Mais, ce n’est pas B qui a une signification expérimentale pour la dynamique adiabatique
mais f∗B, le champ magnétique monopôlaire deM. On doit alors distinguer différents cas.

1. π1(M) = π1(f(M)) 6= {0}. Par exemple, si M = C1 est un cylindre alors π1(M) = Z, ou si
M = T 2 est un tore alors π(M) = Z⊕ Z. Si C n’est pas homotope à 0, alors la phase de Berry
ne peut pas être exprimée en terme de f∗B.

2. Si C est homotope à 0 (ce qui est vrai pour toute boucle si π1(M) = {0}), et si f(M) passe
au voisinage de 0 mais pas exactement en 0 (croisement évité), alors on peut choisir la surface
S comme une sous-variété de f(M). Il existe alors Σ une surface de M telle que f(Σ) = S, et
donc ∂MΣ = S. ∮

C
f∗A =

∫

S
B =

∫

f(Σ)
B =

∫

Σ
f∗B (4.165)

La phase de Berry est égale au flux du champ magnétique f∗B à travers Σ.

3. Si C est homotope à 0, et si il existe ~R0 tel que f(~R0) = 0 et tel que C englobe ~R0, alors on peut
toujours choisir S comme une sous-variété de f(M), mais dans ce cas, la singularité de B est
dans S, et on ne peut pas rigoureusement appliquer le théorème de Stokes.

4. Si C est homotope à 0, et si ~R0 est un croisement vrai qui n’est pas encerclé par C, on n’a pas
de problème et pour Σ telle que ∂MΣ = C,

∮
C f
∗A =

∫
Σ f
∗B.

4.6.5 Densité de charge magnétique pour une levée de dégénérescence

On suppose que l’immersion a la propriété suivante : il existe Σ une sous-variété deM qui est
contractée en 0, i.e. f(Σ) = {0} et ∀~R ∈ U \ Σ, f(~R) 6= 0. Dans ce cas, on ne peut pas définir f∗B
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par f∗B = dMf∗A car f∗A n’est définie sur Σ. Dans R3, on a au sens des distributions

∗δdR3B =
4π

2
δ(~x) (4.166)

où δ est la distribution de Dirac. On a alors

f∗ ∗δ dR3B =
4π

2
δ(f(~R)) (4.167)

Cette équation peut être considérée comme l’équation fondamentale du champ magnétique surM,
4π
2 δ(f(~R)) étant une distribution de charge magnétique sur Σ.

4.7 Monopôles non-abéliens et multi-croisements

Dans les sections précédentes, nous avons considéré seulement des croisements de deux valeurs
propres non-dégénérées. Nous considérons maintenant des multi-croisements, comme par exemple,
le croisement de trois valeurs propres non-dégénérées ou le croisement d’une valeur propre non-
dégénérée avec une valeur propre de dégénérescence 2.

4.7.1 Immersion de la variété de contrôle

Dans le voisinage du multi-croisement, on écrit l’Hamiltonien effectif sous la forme

Heff (~R) = f i(~R)Ji (4.168)

où {Ji}i est un ensemble de générateurs d’une algèbre de Lie réelle g associée au groupe de Lie
G (le groupe de symétrie de Heff ). Usuellement, on a G = U(N) où N est le nombre de niveaux
impliqués dans le croisement (ou la somme des degrés de dégénérescence des niveaux impliqués).
Mais on sait que la physique d’un système à m niveaux peut être décrite simplement par SU(m)
(cf. [67, 41]). Soit d le nombre de générateurs de G (d = dim g). L’immersion f définit par f(~R) =
(f1(~R), ..., fd(~R)) est une application deM vers Rd. Rd joue le rôle de l’espace universel généralisé
à la place de R3. Soit {Hi, Eα}i,α la base de Cartan de g. La sous-algèbre de Cartan (l’algèbre

générée par {Hi}i), h, est l’algèbre de Lie du tore maximal T de G. Soit E(~R) = bi(~R)Hi ∈ h

la matrice diagonale des valeurs propres de Heff . On sait que la matrice de diagonalisation de

Heff peut se mettre sous la forme T (~R) = eıχ
α(~R)Eα = eı

P

α>0(z
α(~R)Eα+zα(~R)E−α). Le potentiel

de Berry, f∗A = T †dT , ne dépend donc que de zα(~R) ou de manière équivalente que de χα(~R),
de plus f∗A ∈ Ω1(M, g/h). {χα}α et {zα}α peuvent être considérés comme respectivement des
systèmes de coordonnées réelles et complexes de la variété G/T . Cette variété est appelée variété
flag, Mostafazadeh [111] a montré que G/T est bien la variété universelle pour les systèmes avec
pour groupe de symétrie G, et χ : M → G/T défini par χ(~R) = (χα(~R))α est l’application
universelle. La variété flag G/T est une variété complexe qui a une structure Riemannienne induite
par l’immersionG/T ↪→ CPN−1 (cf. [111]). La structure Kählerienne de CPN−1 induit une structure
Riemannienne sur G/T considérée comme une variété réelle. Soit r le rang de g (la dimension de
la sous-algèbre de Cartan h). Rd est feuilletée par des feuillets difféomorphes à G/T avec pour
paramètres de feuilletage {bi(~R)}i=1,...,r, (G/T,Rr) ' Rd. Considérant un feuillet G/T particulier,
on a le diagramme commutatif suivant

M χα−−−−→ G/T

f i
y Φα ↙

y↪→

Rd −−−−→
↪→

CPN−1
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ou Φ est défini par

Heff (~R) = Ad(eıχ
α(~R)Eα)bi(~R)Hi = eıχ

α(~R)ad(Eα)bi(~R)Hi = Φi(χ(~R))Hi + Φβ(χ(~R))Eβ (4.169)

On suppose que G est compact et semi-simple, alors la forme de Killing de son algèbre de Lie
complexifiée gC, est définie positive. Suivant le précédent diagramme commutatif, la structure Rie-
mannienne de G/T est aussi induite par la forme de Killing K de gC considérée comme le produit
scalaire de Rd. Si G = SU(N), alors 2NK est la métrique euclidienne de Rd.

On retrouve le cas d’un croisement de deux niveaux, où G = SU(2), d = 3 et où le tore maximal
est U(1). La variété flag est alors bien la variété universelle SU(2)/U(1) ' S2. Dans le cas d’un
croisement de trois niveaux, G = SU(3), l’espace universel généralisé est R8, le tore maximal est
T 2 = U(1) × U(1) et la variété flag SU(3)/(U(1) × U(1)).
Dans le cas générique d’un croisement impliquant N niveaux, le groupe de symétrie est SU(N), sa
dimension est d = N2 − 1, donc le monopôle standard vit dans l’espace universel généralisé RN2−1

muni de la métrique Euclidienne. La variété flag (la variété universelle) est SU(N)/TN où TN =
U(1) × .... × U(1) est le N -tore. La métrique induite sur M dans le voisinage du multicroisement
est

gµν = δij
∂f i

∂Rµ
∂f j

∂Rν
(4.170)

avec i = 1, ..., N2 − 1 et µ = 1, 2.

4.7.2 Analogie avec la théorie des champs

Le potentiel de jauge du monopôle est A ∈ Ω1(RN2−1, su(N)), le champ du monopôle est ob-
tenu par l’équation de structure de Cartan F = dA + 1

2 [A,A] ∈ Ω2(RN2−1, su(N)), et satisfait
à la moitié des équations de Yang-Mills, i.e. l’identité de Bianchi dF + [A,F ] = 0. Dans M,
f∗A ∈ Ω1(M, su(N)) et f∗F ∈ Ω2(M, su(N)) satisfont à des équations similaires.
Dans le cas d’un croisement simple avec une dynamique dans un régime suffisamment lent pour
être adiabatique pur (groupe de jauge U(1)), on sait déjà que le croisement se comporte comme
un monopôle magnétique de Dirac, F est le champ magnétique produit par ce monopôle, et

ψ](t) = e
−

R

Ct
f∗A|+, ~R(t)〉 est analogue à un champ de matière (une particule chargée) se dé-

plaçant dansM le long de C. A est considéré comme le potentiel électromagnétique, i.e. le champ
de photons. Dans le cas d’un croisement simple avec transfert de populations entre les deux états,
le croisement apparâıt comme un monopôle magnétique de Polyakov, et F comme le champ électro-

faible produit par celui-ci. ψ](t) =
∑2

b=1

[
Pe
−

R

Ct
f∗A
]

ba
|b, ~R(t)〉 est toujours similaire à la fonction

d’onde d’une particule chargée, et la matrice T (~R) = (|1, ~R〉, |2, ~R〉) apparâıt comme un champ de
Higgs. Les trois composantes indépendantes de la matrice A apparaissent alors comme des champs
de photons et de bosons W±.

Considérons maintenant le cas d’un croisement de trois états non-dégénérées. La fonction d’onde
est alors

ψ](t) =
3∑

b=1

[
Pe
−

R ~R(t)
~R(0)

A(~R)
]

ba

|b, ~R(t)〉 (4.171)

et le groupe de jauge est SU(3). SU(3) est représenté sur l’espace engendré par {|1, ~R〉, |2, ~R〉, |3, ~R〉}
par la représentation irréductible D1,0 (cf. [18]). La situation est complètement analogue à un
champ de quark ψ en présence d’un monopôle coloré, le monopôle de l’interaction nucléaire forte,
cf. [42, 29, 136]. {|1, ~R〉, |2, ~R〉, |3, ~R〉} sont alors considérés comme un triplet de couleurs, qui jouent
le rôle de trois champs de Higgs comme on peut le voir par comparaison avec la situation décrite
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dans [136]. Comme c’est le cas en chromodynamique, “tant que la symétrie SU(3) n’est pas bri-
sée, (...), la spécification de la couleur d’un champ de quark dépend du choix arbitraire d’une base
pour l’espace tridimensionnel des couleurs en chaque points de l’espace-temps” (cf. [142]), la base
{|1, ~R〉, |2, ~R〉, |3, ~R〉} définit les couleurs en chaque point ~R deM, les opérateurs de couleur étant

J3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 √
3J8 =




1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 (4.172)

ces matrices étant écrites dans la base dépendante de ~R {|1, ~R〉, |2, ~R〉, |3, ~R〉}.
Le point initial de la dynamique ~R(0) peut être considéré comme un point privilégié constituant
une brisure de symétrie. Par exemple, dans le cas d’un atome ou d’une molécule contrôlé par un
champ laser, ce point initial est la position dansM pour laquelle le laser est éteint. Dans ce cas, la
base {|1, ~R(0)〉, |2, ~R(0)〉, |3, ~R(0)〉} est privilégiée comme la base de l’atome nu ou de la molécule
non-perturbée par le laser. Les deux choix possibles de description de la couleur, avec la brisure
de symétrie ou avec la base dépendante de ~R, sont l’analogue de la description de la molécule au
cours du temps, où on peut projeter la fonction d’onde sur les états nus ou sur les états propres
instantanés. Enfin, les 8 composantes indépendantes de la matrice A, peuvent dans cette analogie,
être considérées comme des champs de gluons.
Pour un croisement d’ordre N supérieur à 3, le problème de dynamique quantique est analogue à
une dynamique de Yang-Mills de groupe SU(N), qui n’a pas nécessairement d’analogue en physique
des particules.

4.7.3 Charge des monopôles

Dans le cas d’un champ matriciel, comme c’est le cas du champ adiabatique pour un croisement
de 3 états, la définition de la charge du monopôle est beaucoup moins claire que dans le cas abélien.
Lorsqu’on considère le cas d’un croisement simple, en ne considérant qu’un état, l’espace actif est
unidimensionnel, le groupe de jauge est U(1), et la fonction d’onde est décrite par un fibré linéaire
L. Alors la charge du monopôle est caractérisée par :

1. Une classe caractéristique deM, la première classe de Chern č1(L) = ı
2π δ

2[F ] ∈ H2(M,Z).

2. Un invariant topologique pour les surfaces fermées entourant le monopôle dans R3, la première
classe de Chern : ı

4π

∮
S2 F = 1

2 č1(L) ∈ 1
2Z.

3. Un invariant topologique pour les boucles entourant le monopôle dans R2, le nombre d’en-
roulements : −ı2π

∮
S1 A ∈ 1

2Z.

4. Si G est le groupe de symétrie de l’Hamiltonien et T le tore maximal de G, d’après le théo-
rème de Borel-Weil-Bott, les représentations irréductibles de G sont réalisées dans l’espace
des sections holomorphes du fibré linéaire (LBWB

Λ , G/T,C, π) où Λ est une représentation
irréductible de T . Si on choisit comme vecteur propre, le vecteur de plus grand poids λ de la
représentation Λ, alors č1(L

BWB
Λ ) = 2λ, cf. [111].

Dans le cas des monopôles non-abéliens, on ne dispose pas de cette structure permettant de
définir la charge. L’analyse faite par Mostafazadeh (ref. [111]), basée sur la théorie de représentation
des groupes, pour être appliquée aux monopôles non-abélien, nécessiterait une généralisation aux
fibrés vectoriels quelconques du théorème de Borel-Weyl-Bott. Le lien entre la charge topologique
d’un monopôle non-abélien et la théorie des groupes n’est pour l’instant qu’une conjecture. Comme
on l’a déjà noté, la première classe de Chern n’est pas significative dans le cas non-abélien car elle
correspond à une abélianisation. On aurait besoin d’un équivalent matriciel dans une cohomologie
de Čech qui satisferait à la règle de changement de jauge : (δgF )αβ = Fβ − g−1

αβFαgαβ , gαβ étant les
fonctions de transition du fibré principal.
En utilisant la méthode suivie en théorie des champs pour définir la charge des monopôles colorés, on
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aboutit au résultat suivant. Considérons une sphère S2 dans l’espace universel généralisé, d’équateur
S1. Le transport adiabatique de ψ0 (exprimé dans la base (|a, ~R〉)a=1,...,N) au dessus de S1 nous
donne en appliquant le théorème de Stokes non-abélien :

Pe−
H

S1 Aψ0 = Pϕe
−

H

UN
T−1FθϕTψ0 = Pϕe

− 1
2

R

S2 T
−1FθϕTψ0 (4.173)

où
T (θ, ϕ) = Pe−

R π
0
Aθ(ϑ,ϕ)dϑ

Pe−
R 2π
0

Aϕ(θ,φ)dφ (4.174)

Pe−
1
2

R

S2 T
−1FT ∈ G, mais l’orbite de ψ0 sous G est Gψ0 ' G/H où H est le sous-groupe

d’isotropie (projectif) de ψ0, H = {g ∈ G,∃φ ∈ [0, 2π], gψ0 = eıφψ0}. On a alors l’application
suivante

κ :
S2 → G/H

(θ, ϕ) 7→ Pϕe
− 1

2

R

S2 T
−1FθϕTψ0

La charge topologique du monopôle non-abélien est déterminée par la classe d’homotopie [κ] ∈
π(S2, G/H) = π2(G/H). La charge du monopôle est donc dépendante de l’état initial de la dyna-
mique, ψ0, par un mécanisme de brisure spontanée de symétrie. Si G est compact et simplement
connexe, et si H est fermé, on a de plus

π2(G/H) = π1(H) (4.175)

Dans le cas où trois états sont impliqués dans le croisement, G = SU(3), on a trois cas possibles,
H = U(2) alors le groupe des charges est π1(H) = Z, H = U(1)×U(1), alors le groupe des charges
est π1(H) = Z⊕ Z, enfin H = U(1) et π1(H) = Z.
Cette définition de la charge n’est peut-être pas la mieux adaptée pour décrire les monopôles
adiabatiques non-abéliens. En effet, en théorie des champs, le monopôle “vit” dans l’espace R3,
et l’usage de la sphère S2 est alors naturel. Dans le cas des monopôles adiabatiques, l’espace
universel généralisé est Rd, est c’est G/T qui joue le rôle de variété universelle à la place de S2. La
possibilité que les monopôles adiabatiques non-abéliens soient classifiés par les classes d’homotopie
π(G/T,G/H) ne doit pas à priori être exclue.
La question d’une définition topologique de la charge des monopôles adiabatiques non-abéliens, qui
soit physiquement significative, n’a pour l’instant pas de réponse définitive.

4.8 Monopôles magnétiques des systèmes dissipatifs

Nous nous intéressons ici au croisement de valeurs propres complexes d’un système dissipatif.
Considérons tout d’abord un système à 2 niveaux. L’Hamiltonien générique a l’expression suivante

H(~x, ~Γ) = (xi − ıΓ
i

2
)σi (4.176)

=

(
x3 − ıΓ3

2 x1 − ıΓ1

2 − ıx2 − Γ2

2

x1 − ıΓ1

2 + ıx2 + ıΓ
2

2 −x3 + ıΓ
3

2

)
(4.177)

Les valeurs propres de H sont alors

E±(~x, ~Γ) = ±

√

(~R− ı
~Γ

2
)2 (4.178)

= ±

√
~R2 −

~Γ2

4
− ı ~R · ~Γ (4.179)

= ±
√
RiRjδij −

ΓiΓj

4
δij − ıRiΓjδij (4.180)
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δij étant ici la métrique Euclidienne de R3. D’où les potentiels de jauge

AN = N 〈+, ~x, ~Γ|d|+, ~x, ~Γ〉N = − ı
2

(x2 − ıΓ2

2 )(dx1 − ı
2dΓ

1)− (x1 − ıΓ1

2 )(dx2 − ı
2dΓ

2)

E+(~x, ~Γ)(E+(~x, ~Γ) + x3 − ıΓ3

2 )
(4.181)

AS = S〈+, ~x, ~Γ|d|+, ~x, ~Γ〉S =
ı

2

(x2 − ıΓ2

2 )(dx1 − ı
2dΓ

1)− (x1 − ıΓ1

2 )(dx2 − ı
2dΓ

2)

E+(~x, ~Γ)(E+(~x, ~Γ)− x3 + ıΓ
3

2 )
(4.182)

L’espace universel généralisé est donc R6 muni d’une structure Euclidienne. Les valeurs propres
se croisent, pour (~R, ~Γ) = ~0 qui est la position du monopôle magnétique, mais il y a également
croisement pour la sous-variété de codimension 2 de R6 définie par






~R2 − ~Γ2

4 = 0
~R · ~Γ = 0

(~R, ~Γ) 6= 0

Il y a donc une variété D de dimension 4 magnétiquement chargée entourant le monopôle que
nous désignerons sous le nom de variété diabolique, en accord avec la terminologie introduite dans
[103, 104].

Considérons un système dynamique quantique adiabatique avec M (dimM = 2) sa variété de
contrôle. Au voisinage d’un croisement de deux états non-dégénérés l’Hamiltonien effectif peut être
écrit sous la forme

Heff (~R) =

(
f3(~R)− ıγ3(~R)

2 f1(~R)− ıγ1(~R)
2 − ıf2(~R)− γ2(~R)

2

−f1(~R) + ıγ
1(~R)
2 + ıf2(~R) + ıγ

2(~R)
2 −f3(~R) + ıγ

3(~R)
2

)
(4.183)

L’application (f, γ) : M → R6 est supposée être une immersion de la variété de contrôle dans
l’espace universel généralisé R6. Les croisements apparaissent alors comme un monopole magnétique
si f × γ(M) passe par 0, et comme des vortexes magnétiques suivant l’intersection f × γ(M) ∩D.
Prenons quelques exemples, supposons que f × γ(M) est un plan d’équation

Γ1 = a,Γ2 = b,Γ3 = c, ax1 + bx2 + cx3 = 0 (4.184)

où a, b, c sont des constantes réelles. D ∩ f × γ(M) a alors pour équations
{
~R · ~Γ = 0⇒ ax1 + bx2 + cx3 = 0

~R2 − ~Γ2

4 = 0⇒ (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = a2+b2+c2

4

(4.185)

On a donc l’intersection d’une sphère et d’un plan, les croisements apparaissent alors dans M
comme un vortexe fermé circulaire, cf. figure 4.4.

Autre exemple, si f × γ(M) est un plan d’équation

Γ1 = a,Γ2 = b, x3 = c, ax1 + bx2 + cΓ3 = 0 (4.186)

alors on a pour D ∩ f × γ(M)
{
~R · ~Γ = 0⇒ ax1 + bx2 + cΓ3 = 0

~R2 − ~Γ2

4 = 0⇒ (x1)2 + (x2)2 − (Γ3)2

2 = a2+b2

4 − c2
(4.187)

On a donc l’intersection d’un plan avec une hyperbolöıde ce qui nous donne dansM une hyperbole
magnétique, cf. figure 4.5.

Pour un croisement multiple, l’analyse dans le cas dissipatif est le même que pour le cas conser-
vatif, à la différence que le groupe de symétrie est G = SL(N,C) quand N états sont impliqués, et
que la variété universelle est G/B et non G/T , B étant le sous-groupe de Borel de G. Dans le cas
d’un croisement simple, G = SL(2,C) et la variété universelle est à nouveau la sphère G/B = S2.
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Fig. 4.4 – L’intersection des deux surfaces est un vortexe circulaire.

En résumé

On a vu que le modèle de dynamique quantique adiabatique était équivalent à une particule
matérielle de champ la fonction d’onde du système, qui évolue dans une série d’espaces parallèles
(tous associés à un des états propres de l’espace actif), reliés par des trous de ver au niveau des
croisements. Ces mêmes croisements apparaissent comme des monopôles des interactions électro-
magnétiques, électrofaibles, chromodynamiques ou autres, suivant le nombre d’états impliqués dans
le croisement, cf. table 4.1.

Tab. 4.1 – Table des différentes théories des champs associées aux croisements
Nombre d’états Groupe de jauge Type de monopôle Théorie associée

1 U(1) monopôle de Dirac électromagnétisme

2 SU(2) monopôle de ’t Hooft-Polyakov électrofaible

3 SU(3) monopôle coloré chromodynamique

N>3 SU(N) monopôle adiabatique

Les sections globales {|a, ~R〉}a=1,...,M , base canonique du fibré adiabatique vectoriel, apparaissent
dans cette analogie comme les champs de Higgs des différentes interactions. Considérant la variété
de contrôleM supposée être une surface, pour un croisement de groupe de symétrie G, les propriétés
du monopôle et de son champ sont régis par le diagramme commutatif suivant

M χ−−−−→ G/K

f

y
y↪→

Rd gC

↪→−−−−→ CPN−1

L’algèbre de Lie de la symétrie du croisement, gC, étant équipée de la forme de Killing, est
en isomorphisme avec Rd. K est le tore maximal T de G si le système est conservatif ou le sous-
groupe de Borel B de G s’il est dissipatif. L’immersion f de M dans l’espace universel généralisé
Rd décrit complètement le monopôle. Dans certains cas, les croisements peuvent apparâıtre comme
des sous-variétés non-ponctuelles, on a alors en plus des monopôles magnétiques, d’autres défauts
topologiques : des cordes magnétiques (vortexes), des murs domaniaux, etc... Ces sous-variétés sont
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Fig. 4.5 – L’intersection des deux surfaces est un vortexe hyperbolique.

fonctions du type de dégénérescence, points diaboliques où l’Hamiltonien est diagonalisable, ou
points exceptionnels où il ne l’est pas (forme de Jordan), comme le montre la table 4.2.

En utilisant cette table, on a alors le type du défaut topologique standard dans l’espace universel
table 4.3.

L’analyse des monopôles qui est faite dans ce chapitre, est une analyse locale (au voisinage
des croisements), l’analyse globale ayant été donnée au chapitre 3. Les variétés universelles locales
G/K étant des sous-variétés de la variété universelle globale GM (Cn). Les champs locaux, calculés
à partir de Heff ne doivent pas être confondus avec les champs globaux calculés à partir de H et
extraits dans un sous-espace actif, qui mesurent l’isolement de celui-ci.
Pour conclure, on donne table 4.4 la correspondance entre les différentes analogies physiques.

On remarquera que l’on n’a considéré que des théories statiques (l’espace et non l’espace-temps).
La généralisation de l’image “théorie des champs” du transport adiabatique à l’espace-temps, fera
l’objet d’un chapitre ultérieur, où cette fois, on ne supposera plus la commutation des phases
dynamiques et géométriques.
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Tab. 4.2 – Codimension des variétés magnétiques associées à un croisement simple, extrait de [132].

Type de Heff cas diabolique cas exceptionnel

cas Réel symétrique 2 ∅

conservatifs Hermitien 3 ∅

Réel non-symétrique 3 1
cas Complexe symétrique 4 2

dissipatifs Complexe non-symétrique 6 2

Tab. 4.3 – Type de défaut topologique standard dans l’espace universel généralisé (EUG) pour un
croisement simple, d étant la dimension de ce défaut.

Type de Heff EUG d type

Réel symétrique R2 0 monopôle magnétique
Hermitien R3 0 monopôle magnétique

Réel non-symétrique diagonalisable R3 0 monopôle magnétique
Réel non-symétrique non-diagonalisable R3 2 mur domanial

Complexe symétrique diagonalisbale R4 0 monopôle magnétique
Complexe symétrique non-diagonalisable R4 2 mur domanial
Complexe non-symétrique diagonalisable R6 0 monopôle magnétique

Complexe non-symétrique non-diagonalisable R6 4 espace magnétique

Tab. 4.4 – Correspondances entre les terminologies de la dynamique quantique, de la théorie des
champs et de la relativité générale.

Géométrie Dynamique quantique Théorie des champs Relativité générale

Variété de base Variété de contrôle Espace Espace
Groupe de jauge U(M) ou GL(M,C) U(1), SU(2) et SU(3) SU(2)

Potentiel de jauge Potentiel adiabatique
Potentiel magnétique, électro-
faible, ou chromatique

Spin-connexion

Courbure du fibré Courbure adiabatique
Champ magnétique, électro-
faible ou chromatique

Courbure

Identité de Bianchi Identité de Bianchi Équations de Maxwell, équa-
tions de Yang-Mills

Identité de Bianchi

Singularité Croisement
Monopôle magnétique de Di-
rac, de t’ Hooft-Polyakov, ou
coloré

Trou noir
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Chapitre 5

Applications : Atomes en champ laser

Un anneau pour les gouverner tous, un anneau pour

les trouver, un anneau pour les amener tous, et dans

les ténèbres les lier.

J.R.R. Tolkien - Le seigneur des anneaux

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’un système photodynamique était dans l’approxi-
mation adiabatique, équivalent à une particule se déplaçant dans une série d’espaces parallèles
reliés par des trous de ver - monopôles magnétiques. L’intensité des couplages non-adiabatiques
entre les états du système est proportionnelle à l’intensité du champ magnétique. Les propriétés
du champ magnétique adiabatique sont liées à l’immersion de la variété de contrôle dans un espace
universel généralisé. Dans ce chapitre, nous illustrons ces différentes notions par quelques exemples
très simples, d’atomes à 2 ou 3 niveaux en interaction avec des champs lasers.

5.1 Atome à 2 niveaux

On considère un atome à 2 niveaux, en interaction avec un champ laser. La topologie du passage
adiabatique d’un tel système a été étudiée dans les travaux de Yatsenko, Guérin et Jauslin [148, 56].
L’Hamiltonien atomique habillé du champ dans l’approximation d’onde tournante (RWA) s’écrit

H(Ω,∆, φ) =
~

2

(
0 Ωeıφ

Ωe−ıφ 2∆

)
(5.1)

où Ω = |〈1|~µ · ~E|2〉|, ~µ étant le moment dipôlaire électrique de l’atome, ~E l’intensité du laser et
{|1〉, |2〉} les vecteurs propres de l’atome isolé ; ∆ est le detuning du laser, i.e. ~∆ = E2 −E1 − ~ω,
E1, E2 étant les niveaux d’énergie de l’atome isolé et ω étant la fréquence du laser ; enfin φ est la
phase du laser. ~R = (Ω,∆, φ) est l’ensemble des paramètres de contrôle, la variété de contrôle étant
M = R+ × [E1 − E2, E2 − E1]× S1. Les valeurs propres de H sont les suivantes :

E±(~R) =
~

2
(∆ ±

√
Ω2 + ∆2) (5.2)

On pose r =
√

Ω2 + ∆2 et θ = arctan Ω
∆ . Soient les deux cartes locales UN = {(r, θ, φ)|φ ∈

[0, 2π[, θ ∈ [0, π2 + ε[, r ∈ R+} et US = {(θ, φ)|φ ∈ [0, 2π[, θ ∈]π2 − ε, π], r ∈ R+}, avec ε ∈ V(0), c’est
à dire UN ' R+×]− ε, E2−E1]×S1 et US ' R+× [E1−E2, ε[×S1. Les vecteurs propres sont alors

|+, ~R〉N =
1√

2r(r + ∆)

(
Ωeıφ

∆ + r

)
=

(
sin θ

2e
ıφ

cos θ2

)
(5.3)
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|+, ~R〉S =
1√

2r(r −∆)

(
−∆ + r
Ωe−ıφ

)
=

(
sin θ

2

cos θ2e
−ıφ

)
(5.4)

|−, ~R〉N =
1√

2r(r + ∆)

(
−∆− r
Ωe−ıφ

)
=

(
− cos θ2

sin θ
2e
−ıφ

)
(5.5)

|−, ~R〉S =
1√

2r(r −∆)

(
Ωeıφ

∆− r

)
=

(
cos θ2e

ıϕ

− sin θ
2

)
(5.6)

On en déduit que le fibré adiabatique P = (P,M, U(2), πP ) est défini par la fonction de tran-
sition

∀~R ∈ UN ∩ US, gNS(~R) = e−ıφ
(

1 0
0 −1

)
(5.7)

Notons qu’il existe un croisement de niveaux pour (∆,Ω) = (0, 0). Les conventions que l’on
vient de donner sur les vecteurs propres, sont tel que les labels + et − suivent l’ordre énergétique.

Lorsque le champ est coupé Ω = 0, on a l’Hamiltonien de l’atome nu H(0,∆, 0) =

(
0 0
0 ~∆

)
, avec

deux vecteurs propres, |1〉 =

(
0
1

)
et |2〉 =

(
1
0

)
, cette convention ne suit pas l’ordre énergétique

des valeurs propres, pour ∆ < 0, |1〉 est associé à la valeur propre de plus basse énergie, mais pour
∆ > 0, |1〉 est associé à la valeur propre de plus haute énergie. Avec ce choix de convention pour le
passage à travers le croisement, on doit modifier les conventions pour l’ensemble de la variété M :

|1, ~R〉N = |+, ~R〉N (5.8)

|1, ~R〉S = |−, ~R〉S (5.9)

|2, ~R〉N = |−, ~R〉N (5.10)

|2, ~R〉S = |+, ~R〉S (5.11)

avec cette autre convention, le fibré adiabatique P̃ est défini par la fonction de transition

∀~R ∈ UN ∩ US , g̃NS(~R) = e−ıφ
(

0 1
1 0

)
(5.12)

bien entendu P̃ est isomorphe à P. Avec ε tendant vers 0, il est clair que la droite d’équation ∆ = 0
dans le plan (Ω,∆) est la ligne de changement de carte pour notre choix d’atlas (dans M, ∆ = 0
est le mur de changement de carte). Les vecteurs propres exprimés sur la variété universelle S2

engendrée par (θ, φ), ont déjà été rencontrés au chapitre précédent. Il est clair que le croisement en
(∆,Ω) = 0 apparâıt comme un monopôle magnétique (de Dirac de charge +1

2 du point de vue de
l’état +, de Dirac de charge −1

2 du point de vue de l’état −, de ’t Hooft-Polyakov de charge 1
2 si

on considère la matrice des deux états). Les cordes de Dirac du monopôle se trouvent sur l’axe ∆,
cf. figure 5.1.

On normalise les paramètres du laser tel que Ω ∈ [0, 2] et ∆ ∈ [−1, 1]. La phase du laser est
considérée comme constante et est posée égale à φ = 0. On suppose que le champ agissant sur
l’atome est composé d’un premier laser impulsionnel à fréquence constante quasi-résonant avec la
transition 1→ 2, appelé laser pompe et d’un laser auxiliaire non-résonant, induisant un effet Stark
dynamique [31] qui nous donne la variation temporelle du detuning.

Ω(t) = Ω0e
− (t−t0)2

τ2p (5.13)

∆(t) = ∆0 + S0e
− t2

τ2s (5.14)



5.1. ATOME À 2 NIVEAUX 127

Ω
θ r

Nord

Sud

ligne de changement de carte

∆

co
rd

es
 d

e 
D

ir
ac

Fig. 5.1 – Plan (Ω,∆) de la variété de contrôle d’un atome à 2 niveaux en interaction avec un
champ laser. Le symbole • représente le monopôle magnétique.

∆0 étant le detuning du laser pompe. Dans les unités normalisées utilisées ici, on choisit Ω0 = 1.5,
S0 = 2, t0 = 15, τp = 10, τs = 12 et ∆0 = −1. Le chemin CSCRAP paramétré par t 7→ (Ω(t),∆(t))
est représenté figure 5.2.
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Fig. 5.2 – Le chemin CSCRAP dans le plan (Ω,∆).

Conformément avec l’image trou de ver, le chemin passant par le monopôle, induit une transition
de l’état |+, ~R〉 (supposé être l’état initial) vers l’état |−, ~R〉, comme le montre la figure 5.3.
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Fig. 5.3 – Probabilité d’occupation des états propres instantanés |+, ~R(t)〉 (en noir) et |−, ~R(t)〉
(en rouge) : P+(t) = |〈+, ~R(t)|ψ(t)〉|2, P−(t) = |〈−, ~R(t)|ψ(t)〉|2, avec ψ(t) solution de l’équation
de Schrödinger.

On observe bien sur la fonction d’onde, une transition soudaine de l’état + vers l’état − à
t = −10, qui est précisément le moment où la particule virtuelle représentant le système passe par
le trou de ver, Ω(t = −10) ' 0 et ∆(t = −10) ' −1 + 1 = 0 comme on peut le voir figure 5.4.

Ce processus est appelé dans la littérature [148] SCRAP (Stark Chirped Rapid Adiabatic Pas-
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Fig. 5.4 – Forme des pulses du laser pompe (en vert) et du laser Stark (en bleu) paramétrisant le
chemin CSCRAP .

sage).

On s’intéresse maintenant à un autre effet connu sous le nom de chirping direct [148]. Cette fois
on ne considère que le laser pompe, avec des modulations d’amplitude et de fréquence, telles que

Ω(t) = Ω0 sin(πt/10) (5.15)

∆(t) = Ω0 cos(πt/10) (5.16)

Le chemin CCD paramétré par ces fonctions est donné figure 5.5.

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

-1

-0.5

0.5

1

Fig. 5.5 – Le chemin CCD dans le plan (Ω,∆).

La vitesse de parcours de ce chemin étant suffisamment lente par rapport à la distance de ce
chemin au croisement, on peut considérer que le système ne subit l’influence d’aucune transition
non-adiabatique. Yatsenko, Guérin et Jauslin [148] ont étudié la topologie des surfaces énergétiques
pour comprendre cet effet, fig. 5.6.

Le résultat de l’effet de chiping direct correspond au fait que l’on est passé de l’état |1〉 (état
initial) à l’état |2〉 (état final). En effet, le demi-cercle CCD (fig. 5.5) peut être reporté sur la surface
E+ (en rouge sur 5.6), on constate alors, que les deux extrémités du chemin, correspondent à
deux états nus différents. Le chirping direct est interprété par Yatsenko etal comme un effet de la
topologie particulière des surfaces électroniques [148].
Dans notre interprétation en termes de théorie de jauge, du point de vue de la particule virtuelle
modélisant le système, il ne s’est absolument rien passé. Elle n’a rencontré aucun trou de ver et n’a
été soumise à aucun champ de transition. Tout au long de l’évolution, la particule est restée sur
l’espace parallèle associé à E+ (le chemin CCD se reporte uniquement sur la surface rouge de 5.6).

Donc ψ(t) = e
−ı~−1E+(~R(t′))dt′−

R

CCDt
〈+, ~R|d|+, ~R〉|+, ~R(t)〉. Il ne s’est donc produit aucune transition

au cours de l’évolution. Mais pour pouvoir comparer notre interprétation à celle de Yatsenko etal,
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Fig. 5.6 – Surfaces énergétiques E+(~R) (en rouge) et E−(~R) (en bleu) en fonction des paramètres
de contrôle (Ω,∆). On a posé ~ = 1.

il faudrait raisonner dans le même choix de jauge, c’est à dire avec le choix (|1, ~R〉,|2, ~R〉) et non
(|+, ~R〉, |−, ~R〉). Dans cette convention, ne se produit toujours aucune transition, mais le passage de

la carte Sud à la carte Nord, induit la permutation

(
0 1
1 0

)
contenu dans le changement de jauge

qui recolle les deux cartes. C’est cette permutation que l’on observe dans l’effet de chirping direct,
car le chemin CCD doit nécessairement couper la ligne de changement de carte (et ce quelque soit
la disposition arbitraire choisie pour celle-ci). Le chirping direct est donc un effet de la topologie du
fibré adiabatique P, pour lequel on ne peut recouvrir la variété de base que par un minimum de deux
cartes, afin de pouvoir définir le potentiel de jauge A. En d’autres termes, c’est l’effet du monopôle
magnétique, qui rend impossible la description de l’électromagnétisme dans l’espace des paramètres
de contrôle, par le complexe de de Rham Ω∗M, et qui nécessite l’utilisation du complexe de Mayer-
Vietoris C∗({UN , US},Ω∗M) avec A ∈ C0({UN , US},Ω1M). En pratique, pour des systèmes plus
complexes comme pour des systèmes équivalents à l’atome à deux niveaux, un effet de chirping
direct, va se produire pour chaque chemin coupant une ligne de changement de carte émergeant
d’un monopôle.

5.2 Un modèle simpliste d’ionisation

On considère un atome en interaction avec un champ laser, tel que le laser couple un état
lié du système |1〉, à un état du continuum |2〉, en ne faisant intervenir aucun autre état. On
suppose l’atome décrit dans une bôıte de quantification (espace de configuration de l’atome), muni
de frontières absorbantes (potentiels optiques) afin de décrire la possibilité pour l’électron ionisé de
s’échapper de la bôıte. L’Hamiltonien d’un tel système peut être écrit

H(Ω, φ,Γ) =
~

2

(
0 Ωeıφ

Ωe−ıφ −ıΓ2

)
(5.17)

où Ω = |〈1|~µ · ~E|2〉| avec ~µ moment dipôlaire électrique et E amplitude du laser, φ la phase du
laser et Γ la largeur de la résonance ( ~

Γ est la durée de vie de l’état |2〉 ; dans le cas d’un atome,
|2〉 est un état d’ionisation, et ~/Γ est la durée que met l’électron nouvellement ionisé pour quitter
l’espace de configuration attaché à l’atome, cf. discussion sur les potentiels optiques).
Comme les potentiels optiques ont des effets similaires à une dilatation complexe du spectre, la
situation peut être décrite par la figure 5.7.
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Fig. 5.7 – Spectre de l’atome avant (ligne continue) et après (ligne discontinue) une dilatation
complexe d’angle θ < 0.

Il est clair sur la figure 5.7, que =Eθ2 = E2 sin 2θ est fonction de la fréquence du laser ω. Les
paramètres de contrôle sont donc ~R = (Ω, φ,Γ). Pour des raisons de simplification, on utilisera
également, les paramètres x = Ω cosφ et y = Ω sinφ. L’ensemble des ~R forment une variétéM. Le
système est donc décrit par le fibré adiabatique P = (P,M, GL(2,C), πP ).
Dans un premier temps, on suppose Γ constant, l’espace des paramètres de contrôle se réduit alors
au plan (x, y). Après normalisation des variables, on choisitM = [−1, 1]2 et Γ =

√
2. Après calcul

du potentiel de jauge A = 〈1, ~R|d|1, ~R〉 et du champ magnétique de M, F = dA (flux du champ
dans l’espace universel à travers l’immersion deM), on trouve que F a une répartition d’intensité
comme indiqué sur la figure 5.8.

x

y

Fig. 5.8 – Intensité du champ magnétique adiabatique en fonction de la variété de contrôle [−1, 1]2

(le plan (x, y)). Les zones blanches correspondent au maximum d’intensité (unités arbitraires).

On constate que le système n’est pas caractérisé par un champ radial (un monopôle magnétique
ponctuel), mais par un champ émis par un cercle, donc par une corde magnétique (vortexe) fermée.
Ceci est en accord avec la description des monopôles pour les systèmes dissipatifs présentée au
chapitre précédent. Cette même répartition du champ est plus difficile à interpréter dans l’espace
(Ω, φ) à cause de la forme particulière de la variété R+×S1, cf. figure 5.9. On préfère donc utiliser
les coordonnées (x, y) (de plus la figure 5.8 est en fait l’immersion de la variété 5.9 dans l’espace
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universel généralisé).

Fig. 5.9 – Intensité du champ magnétique adiabatique en fonction de la variété de contrôle R+×S1.
Les zones rouges correspondent au maximum d’intensité (unités arbitraires).

On considère la dynamique suivante dansM. Le champ laser est impulsionnel

Ω(t) = e−
(t−t0)2

τ (5.18)

avec des unités réduites, on pose t0 = 5 et τ = 1. On suppose de plus que la phase du laser
dérive proportionnellement au temps

φ(t) =
π

2
+ αt ( mod 2π) (5.19)

avec α = π/5. Le chemin C dans M associé à la paramétrisation (Ω(t) cos(φ(t)),Ω(t) sin(φ(t))
est donnée figure 5.10.
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Fig. 5.10 – Chemin C pour le laser impulsionnel avec une dérive de la phase dans l’espace des
paramètres de contrôle de coordonnées x = Ω cosφ et y = Ω sinφ. Le cercle rouge représente le
maximum d’intensité du champ magnétique adiabatique (i.e. la corde magnétique).

On a représenté figure 5.11 la norme carré de la fonction d’onde ψ(t) solution de l’équation de
Schrödinger en fonction du temps, c’est à dire la probabilité de trouver l’électron dans la bôıte de
quantification au cours du temps.
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Fig. 5.11 – Probabilité de trouver l’électron dans la bôıte de quantification au cours du temps,
P (t) = ‖ψ(t)‖2.

On a, de manière équivalente, la probabilité d’ionisation au cours du temps figure 5.12.
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Fig. 5.12 – Probabilité d’ionisation de l’atome au cours du temps, P (t) = 1− |〈1|ψ(t)〉|2.

Dans le voisinage du vortexe-anneau magnétique, les couplages non-adiatiques sont très intenses,
de sorte qu’il est très difficile de trouver une trajectoire qui corresponde à un régime : transport
adiabatique pur / transition soudaine. En particulier, le champ adiabatique à l’intérieur de l’an-
neau, bien que moins intense que sur l’anneau, est suffisamment fort pour qu’en pratique, les effets
sur la fonction d’onde quand la particule virtuelle est à l’intérieur de l’anneau, ne se distinguent
pas de ceux lorsqu’elle est sur l’anneau. Cette difficulté est peut-être due au caractère particulier
des régimes dissipatifs. En effet, la signification de l’approximation adiabatique et la validité de
l’approximation de transition soudaine, ne sont pas claires pour les systèmes dissipatifs. On peut
en effet se demander, si c’est bien le croisement dans le plan complexe des valeurs propres qui est
significatif, ou le croisement de leurs parties réelles. On peut en effet remarquer que dans l’exemple
présenté ici, si l’anneau correspond au croisement dans le plan complexe des valeurs propres instan-
tanées, tout le disque interne à l’anneau correspond au croisement des parties réelles. Ce problème
nécessiterait une étude particulière.

On suppose maintenant y constant (avec y = 0.5), par contre on fait varier Γ. La nouvelle
surface de contrôle est alors [−1, 1] × [0,−2]. Dans cette nouvelle configuration, la répartition de
l’intensité du champ magnétique adiabatique est donnée figure 5.13.

Cette fois la corde magnétique (le vortexe) n’est plus fermée et prend une forme d’hyperbole.

5.3 Atome à 3 niveaux

On considère un atome à 3 niveaux, en interaction avec deux champs lasers, un laser pompe
quasi-résonant avec la transition 1 → 2 et un laser sonde quasi-résonant avec la transition 2 → 3.
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Fig. 5.13 – Intensité du champ magnétique adiabatique en fonction de la variété de contrôle (x,Γ).
Les zones blanches correspondent au maximum d’intensité (unités arbitraires).

Dans l’approximation RWA, l’Hamiltonien de l’atome habillé est

H(ΩP ,ΩS ,∆P ,∆S , α, β) =
~

2




0 ΩP e

ıα 0
ΩP e

−ıα 2∆P ΩSe
ıβ

0 ΩSe
−ıβ 2(∆P −∆S)



 (5.20)

où ΩP = |〈1|~µ · ~EP |2〉|2, ΩS = |〈2|~µ · ~ES |3〉|2, ~∆P = E2 − E1 − ~ωP et ~∆S = E3 − E2 −
~ωS, (EP , ωP , α) étant l’amplitude, la fréquence et la phase du laser pompe et (ES , ωS , β) étant
l’amplitude, la fréquence et la phase du laser sonde, enfin ~µ est le moment dipôlaire électrique de
l’atome. Les paramètres de contrôle sont donc ~R = (ΩP ,ΩS ,∆P ,∆S , α, β).
On fixe α = β = 0, de plus dans des unités réduites, on fixe ∆P = 1/2 et ∆S = −1/2. On désire
contrôler le transfert de population des niveaux atomiques, de façon que le système passe de l’état
1 à l’état 3 (avec une probabilité d’occupation de l’état 3 égale à 1 à la fin du processus). Le
raisonnement intuitif consiste à d’abord allumer le laser pompe, afin que l’atome passe du niveau
1 vers le niveau 2 en absorbant un photon du laser pompe, puis à allumer le laser sonde afin que
l’atome passe du niveau 2 vers le 3 en absorbant un photon du laser sonde. On considère donc les
impulsions lasers suivantes :

ΩP (t) = Ω0e
−(t−tP )2/τ2

P (5.21)

ΩS(t) = Ω0e
−(t−tS )2/τ2

S (5.22)

avec des unités réduites : Ω0 = 3.5, tP = 10, τP = 15, tS = 35 et τS = 15. Ces impulsions
paramètrisent un chemin C dans l’espace des paramètres de contrôle M représenté figure 5.14.

La vitesse de parcours de C est suffisamment lente pour être dans un régime : transport adiaba-
tique pur / transitions soudaines. Après intégration de l’équation de Schrödinger, les probabilités
d’occupation des états propres instantanés {|i, ~R〉}i=1,...,3 sont données figure 5.15.

On constate que la contrôle échoue, le système passe sur l’état 2 à t = 50 mais ne passe jamais sur
l’état 3. On teste alors un schéma contre-intuitif où on allume d’abord le laser sonde puis le pompe.
Le schéma intuitif correspond au chemin 5.14 parcouru dans le sens direct, alors que le schéma
contre-intuitif correspond au chemin 5.14 parcouru dans le sens indirect. Un raisonnement näıf
aboutit à la conclusion que le schéma contre-intuitif doit échouer, rien ne devrait se passer lorsqu’on
allume le laser sonde car celui-ci ne correspond à aucune transition depuis l’état 1, ensuite l’atome
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Fig. 5.14 – Chemin C paramètrisé par les impulsions lasers dans le plan ΩP (abscisses) - ΩS

(ordonnées).

-20 20 40 60
time

0.2

0.4

0.6

0.8

1
probability

Fig. 5.15 – Probabilités d’occupation des états propres instantanés pour le schéma intuitif, en fonc-
tion du temps. P1(t) = |〈1, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en bleu, P2(t) = |〈2, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en rouge et P3(t) =
|〈3, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en vert.

-20 20 40 60 80
time

0.2

0.4

0.6

0.8

1
probability

Fig. 5.16 – Probabilités d’occupation des états propres instantanés pour le schéma contre-intuitif,
en fonction du temps. P1(t) = |〈1, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en bleu, P2(t) = |〈2, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en rouge et P3(t) =
|〈3, ~R(t)|ψ(t)〉|2 en vert.

devrait passer sur l’état 2 quand on allume le laser pompe. Mais les probabilités d’occupation des
états propres instantanés, fig. 5.16, ne montrent pas ce résultat.

L’atome passe de l’état 1 vers l’état 2 puis de l’état 2 vers l’état 3. On peut interpréter en
termes de photons cet effet appelé STIRAP (STImulated Raman Adiabatic Passage), à l’aide des
probabilités d’occupation des états nus de l’atome, fig. 5.17.

Dans le schéma intuitif, on constate qu’un photon du canal P est absorbé pour passer de l’état
1 vers l’état 2, puis qu’un photon du canal S est absorbé pour passer provisoirement sur l’état 3.
Mais on constate aussi un retour sur l’état 2, qui doit être du à l’émission stimulée d’un photon
sur le canal S. Ces absorptions et émissions n’étant pas localisées dans le temps comme le montre
la figure 5.17 où les transitions ne sont pas instantanées. Le schéma intuitif échoue donc à cause de
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Fig. 5.17 – Probabilité d’occupation des états nus de l’atome en fonction du temps. À gauche
dans le schéma intuitif et à droite dans le schéma contre-intuitif. P1(t) = |〈1|ψ(t)〉|2 en bleu,
P2(t) = |〈2|ψ(t)〉|2 en rouge et P3(t) = |〈3|ψ(t)〉|2 en vert.

cette émission stimulée. On peut donc comprendre le comportement de l’atome par le schéma

|1〉 −~ωP−−−−→ |2〉 −~ωS−−−→ |3〉 +~ωS−−−→ |2〉 (5.23)

Par contre pour le schéma contre-intuitif, on constate un passage presque instantané de l’état
1 vers l’état 3 entre t = 20 et t = 40, sans passer par l’état 2 (qui n’est presque jamais peuplé).
L’intervalle [20, 40] où se produit ce phénomène, est la période pendant laquelle les deux lasers sont
allumés simultanément (on est en train d’éteindre le laser pompe et d’allumer le laser sonde). La
réussite du contrôle s’interprète donc par l’absorption simultanée de deux photons sur les canaux
S et P :

|1〉 −~(ωP+ωS)−−−−−−−→ |3〉 (5.24)

Le transfert sur l’état 3 n’est pas annulé par une émission stimulée comme dans le schéma
intuitif, car après t = 40 ,le laser sonde est éteint et le laser pompe ne correspond à aucune
transition depuis l’état 3.
On aurait pu prévoir ces comportements en utilisant l’interprétation gravimagnétique des systèmes
dynamiques quantiques. On représente les champs magnétiques associés à chacun des états propres
instantanés, figure 5.18.

Fig. 5.18 – Intensités des champs magnétiques adiabatiques dans le plan (ΩP ,ΩS) (unités arbi-
traires). De gauche à droite : F1 = dA11 (cyan), F2 = dA22 (magenta) et F33 = dA33 (jaune), avec
Aaa = 〈a, ~R|d|a, ~R〉. Les lignes qui partagent M sont les lignes de changement de carte

On constate une cöıncidence des champs magnétiques sur l’axe ΩS entre l’état 1 et l’état 2, ce
qui, en interprétant les champs comme les courbures des copies de la variété de contrôle, laisse à
penser qu’il y a un trou de ver entre les espaces 1 et 2 en ce lieu. De même, il semble y avoir un
trou de ver entre les espaces 2 et 3 sur l’axe ΩP . En combinant les trois cartes précédentes, on peut
avoir une carte globale de la variété de contrôle, en attribuant des couleurs aux monopôles, figure
5.19.
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Fig. 5.19 – Intensité du champ chromatique dans le plan (ΩP ,ΩS) (unités arbitraires). Les champs
bleus correspondent à la transition 1 vers 2, les champs rouges à la transition 2 vers 3 et les champs
verts à la transition 1 vers 3.

Les schémas intuitifs et contre-intuitifs, s’interprètent alors dans l’image “univers parallèles -
trous de ver” comme indiqué sur la figure 5.20.

1 2 3

1 2 3

Fig. 5.20 – Trajectoires des particules virtuelles représentant le système dynamique dans les espaces
parallèles associés aux trois états du système, en haut dans le parcours intuitif et en bas dans le
parcours contre-intuitif. Les disques représentent les trous de ver.

On voit donc que dans le schéma intuitif, la particule se déplace sur l’espace 1 sans rencontrer
aucun trou de ver, sauf à la fin de son parcours où elle rencontre le trou de ver la faisant passer sur
l’espace 2. Cette trajectoire est tout à fait en accord avec les probabilités d’occupation 5.15. Dans
le schéma contre-intuitif, la particule se précipite sur le trou de ver reliant l’espace 1 à l’espace 2,
puis à la fin de son parcours sur l’espace 2, elle rencontre le trou de ver reliant 2 à 3, ce qui est en
accord avec les probabilités d’occupation 5.16. Cette même prédiction, peut être faite en analysant
la topologie des surfaces énergétiques, comme le font Yatsenko etal [148, 56].
En faisant varier ∆P tout en laissant ∆P −∆S constant, on peut annuler l’effet observé précédem-
ment, en faisant disparâıtre l’un des trous de ver. Pour ∆P = −1/2 et ∆S = −3/2, seul subsiste
un trou de ver de 2 vers 3, alors que pour ∆P = 3/2 et ∆S = 1/2, ne subsiste que la transition de
1 vers 2, comme l’ont observé sur la topologie des surfaces électroniques1 Yatsenko etal [148, 56].
On peut prévoir cette disparition, en étudiant les champs magnétiques en fonction de l’espace de
contrôle (ΩP ,ΩS ,∆P ), figure 5.21.

1Yatsenko etal utilisent des labels pour désigner les états, différents des conventions adoptées ici. Les labels 1,2,3
font référence ici à l’ordre des niveaux d’énergie alors que pour Yatsenko etal ces labels font référence à l’état nu
associé à l’état propre instantané. Cette différence de labélisation se traduit dans notre modèle par la présence des
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Fig. 5.21 – Intensité du champ chromatique dans la variété de contrôle (ΩP ,ΩS ,∆P ), en bleu
pour le vortexe de la transition 1 vers 2 et en rouge pour le vortexe la transition 2 vers 3 (unités
arbitraires).

L’Hamiltonien étant réel symétrique, d’après la table 4.2, la codimension des croisements est 2,
donc la dimension dans R3, engendré par (ΩP ,ΩS ,∆P ), est 1. On a donc deux vortexes magnétiques
associés aux transitions 1 vers 2 et 2 vers 3, comme le montre bien la figure 5.21. Les deux cas cités
plus haut, où l’une des transitions disparâıt, correspond à des plans parallèles à (ΩP ,ΩS) qui ne
coupent qu’un seul des vortexes (car trop bas ou trop haut).

En résumé

On a montré que l’étude des cartes des champs magnétiques sur la variété de contrôle permettait
de prédire quel chemin allait être efficace pour résoudre un problème de contrôle. La procédure
consistant à étudier ces cartes, qui sont la traduction de la topologie du fibré adiabatique, est
équivalente à l’étude de la topologie des surfaces électroniques développée par Yatsenko, Guérin et
Jauslin [148, 56], mais avec l’avantage de pouvoir interpréter la dynamique avec un seul graphique
2D lorsque les valeurs propres sont complexes (exemples 5.8 et 5.9) pour deux paramètres de
contrôle, et un seul graphique 3D pour trois paramètres de contrôle (que les valeurs propres soient
réelles ou complexes) (exemple 5.21). L’étude des surfaces énergétiques nécessiterait de tracer des
applications de R2 vers C (dimension réelle 4), pour des valeurs propres complexes dépendant de 2
paramètres de contrôle, des applications de R3 vers R (dimension 4) pour des valeurs propres réelles
dépendant de 3 paramètres, et des applications de R3 vers C (dimension réelle 5) pour des valeurs
propres complexes dépendant de 3 paramètres. Les effets purement topologiques, tels le chirping
direct de l’atome à deux niveaux, sont visibles, non pas comme dans [148, 56] par l’étude de la
forme des surfaces électroniques (ce qui limite les possibilités d’étude au cas des valeurs propres
réelles dépendantes de 2 paramètres), mais par l’intersection du chemin de contrôle avec la ou les
lignes (ou les murs) de changement de carte (ce qui étend les possibilités d’étude au cas des valeurs
propres complexes dépendant de 2 ou 3 paramètres).

lignes de changement de cartes figure 5.18.
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Chapitre 6

Le modèle géométrique
spatio-temporel

L’espace est un corps imaginaire comme le temps un

mouvement fictif.

Paul Valéry

Dans les chapitres précédents, nous avons toujours supposé que la phase dynamique et la phase
de Berry commutaient1, ce qui permettait de considérer la fonction d’onde après élimination de la
phase dynamique ψ]. Nous avons alors pu établir au chapitre 3, la structure mathématique décrivant
la phase de Berry, le fibré adiabatique. Un théorème de structure définissant ce fibré, a été donné
et nous avons montré que la connexion adiabatique était naturelle pour celui-ci, car elle est le
pull-back de la connexion universelle (la connexion de Stiefel dans le cas conservatif). Enfin nous
avons pu équiper l’espace de base du fibré, la variété des paramètres de contrôleM, d’une métrique
naturelle obtenue comme le pull-back de la métrique Kählerienne de la variété universelle classifiante
deM ; métrique qui mesure la distance quantique entre les espaces adiabatiques, distance au sens
de la compatibilité probabiliste de ces espaces. Aux chapitres 4 et 5, nous avons montré que les
croisements des valeurs propres de l’espace actif, apparaissent dans une analogie avec la théorie des
champs, comme des monopôles magnétiques. L’hypothèse de commutativité de la phase de Berry
avec la phase dynamique, rendant la théorie purement géométrique après élimination des phases
dynamiques, a induit au chapitre 4 une théorie des monopôles magnétiques purement statique.
Comme on le remarque table 4.4, l’analogue deM en théorie des champs (ou en relativité générale)
est l’espace seul et non l’espace-temps.
À présent il est temps de réintroduire le temps dans notre modèle, et de tenir compte , en plus
des effets géométriques, des effets dynamiques. Le but de ce chapitre étant d’établir un modèle
spatio-temporel de la dynamique quantique adiabatique, nous ne supposerons plus désormais la
commutativité des phases géométrique et dynamique. L’expression de la fonction d’onde du système
dynamique dans le transport adiabatique généralisé est donc

ψa(t) =

M∑

b=1

[
Te−ı~

−1
R t
0
E(~R(t′))dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′

]

ba
|b, ~R(t′)〉 (6.1)

pour la condition initiale ψ(0) = |a, ~R(0)〉. En considérant toutes les conditions initiales pures, on
a la matrice

Ψ(t) = T (~R(t))Te−ı~
−1

R t
0 E(~R(t′))dt′−

R t
0 Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ (6.2)

1Yatsenko et al font implicitement cette hypothèse en ne considérant que des schémas : évolution adiabatique -
transition soudaine.
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T étant la matrice des vecteurs propres. Enfin pour une condition initiale ψ(0) =
∑M

a=1 ca|a, ~R(0)〉,

on a ψ(t) = Ψ(t)C où C est la matrice colonne des conditions initiales, C =




c1
...
cM


. Pour être tout

à fait général, on va de plus considérer dans ce chapitre, des cas qui échappent à l’approximation
adiabatique. Pour ce faire on suppose que l’Hamiltonien dépend du temps à travers des paramètres
de contrôle classiques ~R à évolution lente, mais présente aussi une dépendance temporelle directe,
trop rapide pour être considérée comme adiabatique : H(~R(t), t). Ainsi ∀t′ fixe, t 7→ H(~R(t), t′)
induit une dynamique adiabatique mais pas t 7→ H(~R(t′), t). La formulation (t, t′) constitue une
séparation du“temps lent”et du“temps rapide”. Une telle séparation est courante en photophysique
[38, 63]. On considère alors l’Hamiltonien

H :
M×R → L(H)

(~R, t) 7→ H(~R, t)
(6.3)

À t fixé, on peut appliquer un théorème adiabatique à t′ 7→ H(~R(t′), t), avec pour base de
l’espace actif adiabatique, les états propres de H(~R, t) :

∀(~R, t) ∈M× R, H(~R, t)|a, ~R, t〉 = Ea(~R, t)|a, ~R, t〉 (6.4)

La fonction d’onde appartient donc à l’espace engendré par {|a, ~R(t′), t〉}a, pour tout (t, t′). En
posant t = t′, la fonction d’onde appartient à {|a, ~R(t), t〉}a. On a alors la matrice des fonctions
d’onde pour les conditions initiales pures, d’après le principe des phases de Aharonov-Anandan
(pour ψ̃a(t) = |a, ~R(t), t〉) :

Ψ(t) = T (~R(t), t)Te−ı~
−1

R t
0 E(~R(t′),t′)dt′−

R t
0 Aµ(~R(t′),t′)Ṙµ(t′)dt′−

R t
0 A0(~R(t′),t′)dt′ (6.5)

où
[
Aµ(~R, t)

]

ba
= 〈a(∗), ~R, t| ∂

∂Rµ |b, ~R, t〉 et
[
A0(~R, t)

]

ba
= 〈a(∗), ~R, t|∂t|b, ~R, t〉. Finalement AM×R =

AµdR
µ +A0dt ∈ Ω1(M× R, g).

Nous nous intéressons donc dans ce chapitre, à la structure géométrique décrivant la phase

matricielle Te−ı~
−1

R t
0
E(~R(t′),t′)dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′),t′)Ṙµ(t′)dt′−

R t
0
A0(~R(t′),t′)dt′ . Cette structure, décrivant à la

fois l’aspect géométrique et dynamique du transport adiabatique généralisé, n’est pas décrite dans
la littérature. De plus, les fondements mathématiques de celle-ci, sont très peu abordés dans la lit-
térature. Il est donc nécessaire, dans une première section de ce chapitre, de faire un développement
de pures mathématiques, afin de mettre en place les notions nécessaires, en particulier la notion
de fibré composite principal. Une fois les outils mathématiques mis en place, nous introduisons le
fibré composite adiabatique spatio-temporel, qui décrit la phase matricielle du transport adiaba-
tique généralisé. Une troisième section fait le bilan du modèle géométrique avec lequel on décrit
les systèmes dynamiques quantiques dans ce travail. Enfin un exemple simple, vient illustrer les
compléments introduits spécifiquement par ce chapitre.

6.1 Théorie des fibrés composites principaux

La notion de fibré composite a été introduite par Sardanashvily [131, 48, 98] pour décrire les
phases dynamiques et géométriques simultanément, à partir d’une différentielle covariante. La struc-
ture ainsi définie est une structure de fibré vectoriel. L’extension du modèle géométrique des phases
de Berry, n’est pas complète dans ces études, car la structure “principal” n’y est pas représentée.
De plus la différentielle covariante qui engendre simultanément les deux phases, est introduite de
manière ad hoc. Nous montrons dans la section suivante, à partir des notions introduites dans cette
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section, que la connexion du fibré composite principal décrivant dynamique et géométrie, apparâıt
naturellement. Nous introduisons de plus dans cette section, quelques nouvelles notions relatives
aux fibrés composites, qui nous seront utiles pour la suite.

6.1.1 Définition d’un fibré composite principal

Un fibré composite est défini par la donnée de 3 variétés P+, S et R, et deux applications
surjectives π+ : P+ → S et πS : S → R. On note le fibré composite P+ → S → R. On dit
qu’un fibré composite est un fibré composite principal si S → R est un fibré localement trivial
avec pour fibre type une variété M : (S,R,M, πS), et si P+ → S est un fibré principal avec pour
groupe de structure un groupe de Lie G : (P+, S,G, π+).∀y ∈ R, on a π−1

S (y) 'M et on note par
χSy le difféomorphisme de fibre associé. Si on suppose que S a une structure d’espace cellulaire ;

alors π−1
S (y) et M sont eux aussi des espaces cellulaires. En utilisant le théorème de classification

universelle des fibrés principaux, on définit le fibré universel (U,B,G, π) où B est l’espace classifiant
de M , %U l’application universelle de M vers B et %U ◦ χSy l’application universelle de π−1

S (y) vers
B. Finalement on définit un fibré principal (P,M,G, πP ) tel que le diagramme suivant commute :

P+ ←↩←−−−− χSy
∗
P

χSy
∗

←−−−− P
%∗U←−−−− U

π+

y
yπPy

yπP
yπU

S
←↩←−−−− π−1

S (y)
χSy−−−−→ M

%U−−−−→ B

où P = %∗UU et χSy
∗
P = (%U ◦χSy )∗U . On sait que U est indépendant de χSy

∗
P , donc indépendant

de y. De plus, comme χSy est un difféomorphisme alors χSy
∗

est un isomorphisme de fibrés principaux,

ainsi χSy
∗
P = π−1

+ (π−1
S (y)) et πPy = π+�χSy

∗P . Soit U i une carte locale ouverte deM . On considère la

trivialisation locale de (P,M,G, πP ) au dessus de U i, φiP : U i×G→ π−1
P (U i) ; alors la trivialisation

locale de (χSy
∗
P, π−1

S (y), G, πPy ) est φiP [y] = χSy
∗
φiP : χSy

−1
(U i) × G → π−1

+ (χSy
−1

(U i)). Soient

V j une carte locale ouverte de R, φjS la trivialisation locale de (S,R,M, πS) au dessus de V j , et

φj+ la trivialisation locale de (P+, S,G, π+) au dessus de π−1
S (V j). Il est clair que ces différentes

trivialisations locales sont reliées par

φj+ :
π−1
S (V j)×G → π−1

+ (π−1
S (V j))

(s, g) 7→ φiP [Pr1φ
j
S

−1
(s)](Pr2φ

j
S

−1
(s), g)

où on a supposé que Pr2φ
j
S

−1
(s) ∈ U i. Pr1 et Pr2 sont les projections canoniques de R×M sur

R et sur M . On appelle (P,M,G, πP ), fibré de structure du fibré composite principal.
On peut de plus définir un nouveau fibré principal lié au fibré composite principal. Soit l’application

φij++ :
U i × V j ×G → P+

(x, y, g) 7→ φj+(φjS(y, x), g) = φiP [y](x, g)

Cette application, considérée comme une trivialisation locale, définit un fibré principal (P+,M×
R,G, π++) avec π++ = φ−1

S ◦ π+. On appelle ce fibré, fibré total du fibré composite principal.
Soit x ∈ U i un point fixé dans M . On définit l’application

φjQ[x] :
V j ×G → P+

(y, g) 7→ φij++(x, y, g)

Si on considère cette application comme une trivialisation locale, elle définit un fibré principal
(Qx, R,G, πQx) avec πQx = Pr1 ◦ φjQ[x]−1, que l’on appelle, fibré transverse du fibré composite
principal. La situation peut être schématiquement représentée par la figure 6.1.
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R

M

S

P

Q

G

Fig. 6.1 – Schéma d’un fibré composite principal. P+ est l’espace tridimensionnel entre les trois
plans.

6.1.2 Connexions dans un fibré composite principal

On considère un fibré composite principal P+ → S → R. (P+, S,G, π+) et (P+,M×R,G, π++)
ont des structures de fibrés principaux. On peut définir une connexion commune à ces fibrés.
Soit ω ∈ Ω1(P+, g) sa 1-forme de connexion (g est l’algèbre de Lie du groupe G). Soit σijM×R ∈
Γ(U i × V i, P+) une section locale du fibré principal (P+,M × R,G, π++). Le potentiel de jauge
de ce fibré est par définition AijM×R = ω ◦ σijM×R∗ ∈ Ω1(M × R, g). Soit σjS ∈ Γ(π−1(V j), P+) une
section locale de (P+, S,G, π+). Pour simplifier le passage d’un fibré à un autre, on choisit les deux

sections telles qu’elles soient compatibles, i.e. ∀s ∈ π−1
S (V j), σjS(s) = σijM×R(φjS

−1
(s)) (on suppose

que Pr1φ
j
S

−1
(s) ∈ U i), et ∀(x, y) ∈ U i × V j , σijM×R(x, y) = σjS(φjS(x, y)). En utilisant ces relations,

le potentiel de jauge du fibré (P+, S,G, π+) est AjS = σjS
∗
ω = φjS

−1∗
σijM×R

∗
ω = φjS

−1∗
AijM×R ∈

Ω1(S, g).
χSy
∗

: P → π−1
+ (π−1

S (y)) est un diffeomorphisme, donc2 χSy
∗∗

: Ω∗(π−1
+ (π−1

S (y))) → Ω∗P . Soit

iy : π−1
+ (π−1

S (y)) ↪→ P+ l’injection canonique. On définit une famille de connexions de (P,M,G, πP )

par ωy = χSy
∗∗
i∗yω ∈ Ω1(P, g), pour y ∈ R. Soit σiM ∈ Γ(U i, P ) une section locale supposée être

compatible avec la section de P+ : ∀x ∈ M , σiM (x) = χSy
∗−1

σijM×R(x, y) (cette section dépend
de y bien qu’on ne le fasse pas figurer dans la notation). Le potentiel de jauge est alors Aiy(x) =

σiM
∗
ωy = σijM×R

∗
χSy
∗−1∗

χSy
∗∗
i∗yω = j∗yA

ij
M×R(x, y) ∈ Ω1(M, g), où jy :

M → M ×R
x 7→ (x, y)

.

Finalement, soit ix : π−1
++(x,R) ↪→ P+ l’injection canonique. ωx = i∗xω est une connexion du

fibré transverse (Qx, R,G, πQx). Soit jx :
R → M ×R
y 7→ (x, y)

, alors Ax = j∗xAM×R ∈ Ω1(R, g) est le

potentiel de jauge de ce fibré.

6.1.3 Relèvement horizontal dans un fibré composite principal

Dans la théorie des fibrés principaux, la notion de relèvement horizontal d’une courbe de l’es-
pace de base joue un grand rôle. Dans un fibré composite principal P+ → S → R, il existe une
généralisation naturelle de cette notion, mais le relèvement horizontal concerne cette fois une sec-
tion du fibré de base (S,R,M, πS). Soit h ∈ Γ(`R, S) une section, où `R est une courbe dans R. h

définit une courbe C dans M ×R paramétré par y ∈ R avec la fonction φjS
−1

(h(y)) (pour simplifier
la discussion, on suppose que `R ⊂ V j). Soit ih : h(`R) ↪→ S l’injection canonique. On considère

2remarque sur les notations : la première étoile de χSy
∗

désigne l’application induite par χSy dans les fibrés principaux

au dessus de π−1
S (y) et de M , la seconde étoile de χSy

∗∗
désigne l’application induite par χSy

∗
dans les fibrés cotangents

de P et de χSy
∗
P
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la section locale σh ∈ Γ(C, P+) du fibré (P+,M × R,G, π++) définie par σh = σjS ◦ φ
j
S , ∀y ∈ R,

σh(φjS
−1

(h(y))) = σjS(h(y)). Alors le relèvement horizontal de h est défini comme le relèvement
horizontal usuel de C dans le fibré total du fibré composite :

gh = Pe−
R

C A
σh

M×R = Pe
−

R

h(`R)
i∗hA

j
S = Pe

−
R

`R
h∗AjS (6.6)

6.2 Le fibré adiabatique spatio-temporel

On revient au transport adiabatique généralisé caractérisé par la phase matricielle

Te−ı~
−1

R t
0
E(~R(t′),t′)dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′),t′)Ṙµ(t′)dt′−

R t
0
A0(~R(t′),t′)dt′ . Le système dynamique quantique est ca-

ractérisé par un Hamiltonien t 7→ H(~R(t), t) dans l’espace de Hilbert H de dimension N avec
éventuellement N = +∞. Les paramètres de contrôle forment une variété C∞, M, et une dyna-
mique particulière t 7→ ~R(t) forme un chemin C dans M. Pour étudier le système dynamique, on
doit séparer les contributions dynamiques et géométriques. Le fibré de la géométrie a été étudié
dans les chapitres précédents, c’est le fibré adiabatique à droite (P,M, G, πP ), où on considère t0
fixé, équipé de la connexion de potentiel de jauge

A(~R, t0)ab = 〈a(∗), ~R, t0|dM|b, ~R, t0〉 (6.7)

Dans un deuxième temps, on fixe ~R0 ∈M, et on obtient un système purement dynamique, qui
peut être modélisé par un fibré. On désigne par G le groupe de jauge du fibré adiabatique, c’est à
dire G = U(M) dans le cas conservatif, ou G = GL(N,C) dans le cas dissipatif. g désigne l’algèbre
de Lie de G. On note G le groupe U(N) ou GL(N,C), suivant que le système est conservatif ou
non, dans le cas d’un espace de Hilbert de dimension finie. Si H est de dimension infinie, G désigne
U(H) l’ensemble des opérateurs unitaires de H, si le système est conservatif, sinon G désigne GL(H)
l’ensemble des opérateurs inversibles de H. On note GLie l’algèbre de Lie de G en dimension finie,
en dimension infinie, GLie désigne L(H) l’ensemble des opérateurs de H si le système est dissipatif,
sinon GLie est restreint aux opérateurs auto-adjoints.

6.2.1 Le fibré de la dynamique

On considère ~R0 ∈ M fixé. t 7→ H(~R0, t) est l’Hamiltonien décrivant le système dynamique
quantique dans un environnement statique caractérisé par les paramètres fixes ~R0. Soient t0, t1 ∈ R ;
l’évolution du système entre t0 et t1 est décrite par l’opérateur d’évolution U(~R0, t0, t1)P (t0) (P (t0)
est le projecteur sur l’espace actif initial) solution de

ı~
∂

∂t
U(~R0, t0, t) = H(~R0, t)U(~R0, t0, t) (6.8)

avec U(~R0, t0, t0) = 1. La solution de cette équation est

U(~R0, t0, t1) = Te−ı~
−1

R t1
t0
H(~R0,t)dt (6.9)

Cette expression est très similaire à celle de la phase matricielle d’un relèvement horizontal, et
une interprétation de la dynamique quantique comme un transport parallèle a été développée par
Asorey et al [10] dans le contexte des espaces de Hilbert de dimension infinie et par Iliev [73] dans
le contexte d’une formulation fibrée de la mécanique quantique non-relativiste.
Dans notre contexte, on considère le fibré principal à gauche (Q,R,U , πQ) et son fibré vectoriel
associé (E ,R,H, πE ). Soit ψ ∈ Γ(R, E) solution de l’équation de Schrödinger. Soit ψ̃(t) = U(t)ψ(t)
un changement de jauge tel que

ı~
∂

∂t
ψ̃(t) = H̃(~R0, t)ψ̃(t) (6.10)
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En insérant ψ̃(t) = U(t)ψ dans (6.10) on a

ı~
∂

∂t
ψ(t) = (U(t)−1H̃(~R0, t)U(t)− ı~U(t)−1U̇(t))ψ (6.11)

et donc

ı~−1H̃(~R0, t) = U(t)ı~−1H(~R0, t)U(t)−1 + U̇(t)U(t)−1 (6.12)

et finalement

ı~−1H̃(~R0, t)dt = U(t)ı~−1H(~R0, t)dtU(t)−1 + (dtU(t))U(t)−1 (6.13)

où dt est la différentielle extérieure de R : dtf(t) = ∂f
∂t dt. L’équation (6.13) est la formule de

changement de jauge familière dans un fibré à gauche, et ı~−1H(~R0, t)dt ∈ Ω1(R,GLie) est le
potentiel de jauge de (Q,R,U , πQ). ψ ∈ Γ(R, E) est horizontale si sa dérivée covariante Dψ =
dtψ + ı~−1H(~R0, t)ψdt est nulle i.e. si ψ satisfait à l’équation de Schrödinger. Un relèvement hori-
zontal de la courbe [t0, t1] ⊂ R est bien caractérisé par la formule de l’opérateur d’évolution.

Dans le contexte du transport adiabatique généralisé, ce n’est pas le précédent potentiel de
jauge, ni même le précédent fibré qui va nous intéresser. Soit {|a, ~R0, t〉}a=1,...,M les vecteurs propres

instantanés de H(~R0, t) sélectionnés par le théorème adiabatique. On sait que la fonction d’onde va
se projeter dans l’espace engendré par {|a, ~R0, t〉}a=1,...,M . On considère donc (E~R0

,R,CM , πE~R) le

sous-fibré vectoriel de (E ,R,H, πE ) engendré par {|a, ~R0, t〉}a=1,...,M . Soit (Q~R0
,R, G, πQ~R0

) le fibré

principal ayant (E~R0
,R,CM , πE~R0

) comme fibré associé. La connexion de Q et sa dérivée covariante

D sur E , induit sur Q~R0
la connexion de potentiel de jauge AQ~R

∈ Ω1(R, g) définie par

[
AQ~R0

]

ab
= 〈a(∗), ~R0, t|D|b, ~R0, t〉 = 〈a(∗), ~R0, t|∂t|b, ~R0, t〉+ ı~Eab(~R0, t) (6.14)

avec Eab = 〈a(∗), ~R0, t|H(~R0, t)|b, ~R0, t〉. Soit DQ la différentielle covariante associée à cette
connexion. Cette connexion dans Q~R0

est bien la connexion naturelle par rapport à la structure de
Q, car c’est la seule connexion tel que le diagramme suivant commute :

Γ(R, E)
D
dt−−−−→ Γ(R, E)

I

x
yP

Γ(R, EQ~R0
)

DQ
dt−−−−→ Γ(R, E~R0

)
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où P est la projection de E vers E~R0
et I l’injection de E~R0

dans E .

P
D

dt
I




c1(t)
...

cM (t)


 = P

D

dt

∑

a

ca(t)|a, ~R0, t〉 (6.15)

= P

(
∑

a

ċa(t)|a, ~R0, t〉+
∑

a

ca(t)∂t|a, ~R0, t〉

+ı~−1
∑

a

ca(t)H(~R0, t)|a, ~R0, t〉
)

(6.16)

=




ċ1(t)
...

ċM (t)


+




∑
a ca(t)〈1(∗), ~R0 , t|∂t|a, ~R0, t〉

...∑
a ca(t)〈M(∗), ~R0, t|∂t|a, ~R0, t〉




+ı~−1




∑
a ca(t)〈1(∗), ~R0, t|H(~R0, t)|a, ~R0, t〉

...∑
a ca(t)〈M(∗), ~R0, t|H(~R0, t)|a, ~R0, t〉


 (6.17)

=
DQ

dt




c1(t)
...

cM (t)


 (6.18)

Le relèvement horizontal de [t0, t1] ⊂ R dans Q~R0
, donne la partie dynamique de la phase

matricielle

D(~R0, t0, t1) = Te−ı~
−1

R t1
t0
E(~R0,t)dt−

R t1
t0
A0(~R0,t)dt (6.19)

6.2.2 Le fibré de la géodynamique et sa connexion

Les discussions précédentes suggèrent que l’entité appropriée pour décrire correctement
la structure géométrique de l’évolution “géodynamique” caractérisée par la phase matricielle

Te−ı~
−1

R t
0 E(~R(t′),t′)dt′−

R t
0 Aµ(~R(t′),t′)Ṙµ(t′)dt′−

R t
0 A0(~R(t′),t′)dt′ , devrait être le fibré composite principal

P+ → S → R avec pour fibré de structure (P,M, G, πP ), fibré de base (S,R,M, πS), fibré
transverse (Q~R,R, G, πQ~R

) et fibré total (P+,M × R, G, π++). Notons que d’après la première
section de ce chapitre, les structures de (P,M, G, πP ), (Q~R,R, G, πQ~R

) et de (S,R,M, πS) sont
complètement déterminées par (P+,M× R, G, π++). P et Q~R ont déjà été introduits. En fixant

t0 ∈ R arbitrairement, les fonctions de transitions gij(~R, t0) ∈ G de P , sont obtenues en posant
gijab(

~R) = i〈a(∗), ~R, t0|b, ~R, t0〉j où i et j représentent deux conventions possibles dans les repré-
sentations matricielles des vecteurs propres. La topologie du fibré S est déterminée par l’appli-

cation χSt , pour laquelle Pt défini par les fonctions de transition T (~R, t)i
−1
T (~R, t)j , est tel que

χSt
∗
P = χSt

∗
Pt0 = Pt. Clairement, si on considère |a, ~R, t〉 comme une section deM à valeurs dans

le fibré associé de Pt, alors

χSt ∗|a, ~R, t0〉 = |a, ~R, t〉 (6.20)

χSt ∗ est l’application induite par χSt dans l’espace des sections.
Ceci nous conduit naturellement à choisir pour potentiel de jauge de (P+,M×R, G, π++) la quantité

A+(~R, t) = A(~R, t) +A0(~R, t) + ı~−1E(~R, t)dt ∈ Ω1(M× R, g) (6.21)
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où A est le potentiel de jauge adiabatique. Notons que l’on peut utiliser cette expression car les

deux sections locales sont compatibles. Soient jt :
M → M× R

~R 7→ (~R, t)
et j~R :

R → M× R

t 7→ (~R, t)
, on

a A(~R, t0) = j∗t0A+(~R, t0) et ı~−1E(~R0, t)dt +A0(~R0, t)dt = j∗~R0
A+(~R0, t).

Comme un potentiel de jauge n’est défini que localement, et comme S est localement difféomorphe
à M× R, on peut écrire AS(~R, t) = Aµ(~R, t)dR

µ + ı~−1E(~R, t)dt + A0(~R, t)dt ∈ Ω1(S, g). Soit
h ∈ Γ([0, t1], S) une section. h définit une courbe C dansM× R, et L = h([0, t1]) une boucle dans
M pour Rµ(t) = hµ(t). Soit le pull-back de h :

h∗ :

Ω∗S → Ω∗R
dRµ 7→ ∂hµ

∂t dt
dt 7→ dt

On a donc

(h∗AS)(t) = Aµ(h(t), t)
∂hµ

∂t
dt+ ı~−1E(h(t), t)dt +A0(h(t), t)dt (6.22)

En utilisant l’expression (6.6), le relèvement horizontal de h est caractérisé par (avec la notation
h(t) = ~R(t))

gh = Pe−
R

C
A+(~R,t) = Te−

R t1
0 Aµ(~R(t),t)∂R

µ(t)
∂t

dt−ı~−1
R t1
0 E(~R(t),t)dt−

R t1
0 A0(~R(t),t)dt (6.23)

Si on suppose maintenant qu’il n’y a pas d’évolution rapide en plus de l’évolution adiabatique,
c’est à dire que H(~R) n’a pas de dépendance explicite en t, alors on a

gh = Te−
H

L
Aµ(~R)dRµ−ı~−1

R t1
0 E(~R(t))dt (6.24)

Ce qui est bien l’expression de la phase non-abélienne que l’on a considérée dans les chapitres pré-
cédents.

On introduit dansQ~R les coordonnées fibrées locales (t, γi) où (γi) est un système de coordonnées
de G. De même on introduit les coordonnées fibrées de P , (Rµ, γi) et les coordonnées fibrées de P+

(Rµ, t, γi). En invoquant le théorème d’Ehresmann (cf. annexe B), il est possible de construire une 1-
forme de connexion avec pour potentiel de jauge A+. Soit σ ∈ Γ(M×R, P+) la section utilisée pour
exprimer le potentiel de jauge A+. ∀(~R, t, γ) ∈ P+, soit g(~R, t, γ) tel que (~R, t, γ) = σ(~R, t)g(~R, t, γ).
La 1-forme de connexion de P+ est

ω+(~R, t, γ) = g(~R, t, γ)−1Aµ(~R, t)g(~R, t, γ)dR
µ + ı~−1g(~R, t, γ)−1E(~R, t)g(~R, t, γ)dt

+g(~R, t, γ)−1 ∂

∂Rµ
g(~R, t, γ)dRµ + g(~R, t, γ)−1 ∂

∂t
g(~R, t, γ)dt

+g(~R, t, γ)−1 ∂

∂γi
g(~R, t, γ)dγi (6.25)

Le 1-forme de connexion de P pour t0 fixé est

ωP (~R, γ) = g(~R, t0, γ)
−1Aµ(~R, t0)g(~R, t0, γ)dR

µ + g(~R, t0, γ)
−1 ∂

∂Rµ
g(~R, t0, γ)dR

µ

+g(~R, t0, γ)
−1 ∂

∂γi
g(~R, t0, γ)dγ

i (6.26)

et la 1-forme de connexion de Q~R0
pour ~R0 fixé est

ωQ~R0
(t, γ) = ı~−1g(~R0, t, γ)

−1E(~R0, t)g(~R0, t, γ)dt + g(~R0, t, γ)
−1 ∂

∂t
g(~R0, t, γ)dt

+g(~R0, t, γ)
−1 ∂

∂γi
g(~R0, t, γ)dγ

i (6.27)
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Il est alors important de noter que ωP+ 6= ωP + ωQ~R
.

6.3 Théorie de jauge dans le fibré spatio-temporel

6.3.1 Pseudostructure de Stiefel

∀ψ ∈ Γ(R, E),
Dψ = ∂tψdt + ı~−1Hψdt (6.28)

D est la différentielle covariante associée à la connexion de (Q,R,G, πQ).
Ω∗(M×R) peut être considéré comme une algèbre bigraduée où Ωn(M×R) =

⊕n
p=0 Ωp,n−p(M×

R) avec

Ωp,q(M× R) = ΩpM⊗C∞(M×R) Ωq
R (6.29)

Soit η ∈ Ωp,q(M×R,W ) où W est un espace vectoriel sur lequel est représenté G. En considérant
η comme une p-forme deM à valeurs dans Ωq(R,W ), on peut définir dMη en ne différentiant que
par rapport aux coordonnées deM. De même en considérant η comme une q-forme à valeurs dans
Ωp(M,W ), on peut définir la différentielle covariante D sur η. On introduit donc la différentielle
D̃ prolongement de D surM× R :

D̃η = dMη +Dη (6.30)

On voit alors que le potentiel de jauge A+ ∈ Ω1(M× R, g) de P+ prend la forme

A+ = T−1D̃T (6.31)

où T est la matrice des vecteurs propres de H sélectionnés par le théorème adiabatique. A+ a donc
une structure similaire à un potentiel de Stiefel en remplaçant dM×R par D̃. Notons que D̃2 6= 0,
on n’a donc pas rigoureusement une connexion de Stiefel.
|b, ~R, t〉 ∈ Γ(M× R, E+) est une section du fibré vectoriel associé à P+, donc

D̃|b, ~R, t〉 = dM|b, ~R, t〉+ dt|b, ~R, t〉+ ı~−1H(~R, t)|b, ~R, t〉dt (6.32)

et

A+ab = 〈a(∗), ~R, t|dM|b, ~R, t〉+ 〈a(∗), ~R, t|∂t|b, ~R, t〉dt + ı~−1〈a(∗), ~R, t|H(~R, t)|b, ~R, t〉dt (6.33)

on retrouve donc
A+ = A+A0 + ı~−1Edt (6.34)

Soit une transformation de jauge, telle que |â, ~R, t〉 =
∑

b gba(
~R, t)|b, ~R, t〉, g(~R, t) ∈ G, alors

(Â+)ab = 〈â(∗), ~R, t|D̃|b̂, ~R, t〉 (6.35)

= 〈â(∗), ~R, t|dM×R|b̂, ~R, t〉+ ı~−1〈â(∗), ~R, t|H|b̂, ~R, t〉dt (6.36)

=
∑

c

g−1
ca 〈c(∗), ~R, t|dM×R

(
∑

d

gdb|d, ~R, t〉
)

+ı~−1
∑

c,d

g−1
ca 〈c(∗), ~R, t|H|d, ~R, t〉gdbdt (6.37)

=
∑

c,d

g−1
ca dM×Rgdb〈c(∗), ~R, t|d, ~R, t〉+

∑

cd

g−1
ca gdb〈c(∗), ~R, t|dM×R|d, ~R, t〉

+ı~−1
∑

c,d

g−1
ca 〈c(∗), ~R, t|H|d, ~R, t〉gdbdt (6.38)

= (g−1A+g)ab + (g−1dg)ab (6.39)
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A+ en tant que connexion du fibré composite, satisfait bien à la formule usuelle de changement
de jauge.

6.3.2 Analogie avec la théorie des champs

Le fibré (P+,M× R, G, π++) est analogue à une théorie des champs sur l’espace-temps du
contrôle M× R, de potentiel de jauge A+, avec un champ défini par l’équation de structure de
Cartan

F+ = dA+ +A+ ∧A+ (6.40)

et qui satisfait à l’identité de Bianchi

dF+ + [A+, F+] = 0 (6.41)

Considérons le cas où M = 1 avec G = U(1), on a le potentiel de jauge du composite

A+ = 〈a, ~R, t|∂µ|a, ~R, t〉dRµ + 〈a, ~R, t|∂t|a, ~R, t〉dt + ı~−1Ea(~R, t)dt (6.42)

F+ = dA+ (6.43)

=
1

2
(∂µAν − ∂νAµ)dRµ ∧ dRν +

1

2
(∂tAµ − ∂µA0)dt ∧ dRµ

+ı~−1∂µEa(~R, t)dR
µ ∧ dt (6.44)

On peut alors interpréter dA comme un champ magnétique et ∂tA − dMA0 comme un champ
électrique. À t fixé, A se comporte comme le potentiel magnétique de monopôles fixes, mais avec la
dépendance temporelle explicite, la position des croisements (des monopôles) peut se déplacer sur
M en fonction de t, le champ électrique ∂tA−dMA0 n’est rien d’autre que le champ électrique induit
par le déplacement des charges magnétiques. A+A0 apparâıt donc comme le potentiel électroma-
gnétique (et non plus simplement magnétique) des monopôles et dM×R(A + A0) apparâıt comme
leur champ électromagnétique (tenseur de Faraday). L’identité de Bianchi est alors l’équivalent
des deux équations de Maxwell topologiques. Pour M > 1, on trouve une théorie de Yang-Mills
non-abélienne décrite sur l’espace-temps.
La présence du terme dynamique ı~Edt rompt avec l’analogie parfaite entre transport adiabatique
et théorie des champs. En effet dans le cas abélien, ı~Eadt est homogène à un potentiel électrique,
mais si on se place dans le cas standard d’un croisement conique d’un système à deux niveaux, on a
ı~−1Eadt = ı~−1rdt. Le champ électrique que produirait ce potentiel serait ı~−1dME∧dt ; ı~−1 ~r

r ,
c’est à dire un champ électrique radial par rapport au croisement, mais dont l’intensité reste
constante par rapport à la distance à celui-ci. ı~−1Edt n’a donc pas d’analogue “physique” en
théorie des champs.

6.4 Un modèle de dynamique quantique contrôlée par un système

classique

On considère le fibré total du composite du modèle spatio-temporel de la dynamique quantique
adiabatique, (P+,M× R, G, π++). On désigne par ρ la représentation du groupe de Lie G sur
l’espace vectoriel CM (en considérant G comme un groupe de matrices d’ordre M , ρ est la multi-
plication matricielle entre les matrices carrées et les matrices colonnes représentantes des vecteurs
de CM dans la base canonique). On désigne par ρLie la représentation induite par ρ de l’algèbre
de Lie g sur CM . On désigne par Ad la représentation adjointe de G sur g (∀g ∈ G, ∀X ∈ g,
Ad(g)X = gXg−1). Soit (E+,M× R,CM , πE+) le fibré vectoriel associé à P+ par l’action ρ, et
(V +,M× R, g, πV +) le fibré vectoriel associé à P+ par l’action Ad. Nous montrons ici, que toute
les quantités de la mécanique quantique peuvent être décrites dans un modèle basé sur ces fibrés.
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6.4.1 Le modèle

On considère donc un système dynamique quantique gouverné par un Hamiltonien H(~R, t). Les
états du système sont décrits par le C∞(M× R,C)-module Γ(M× R, E+), qui est l’espace des
sections (locales) de E+. L’équivalent du produit scalaire dans cet espace est le produit intérieur à
valeurs dans C∞(M× R,C), défini par

∀ψ, φ ∈ Γ(M× R, E+), 〈φ|ψ〉E+(~R, t) = 〈ψ(~R, t)|φ(~R, t)〉CM (6.45)

L’interprétation physique de ce produit intérieur est transparente, |〈ψ|φ〉E+(~R, t)| est la proba-
bilité pour que les mesures effectuées sur le système dans l’état φ ne soient pas distinguables de
mesures faites sur un système dans l’état φ, à la date t alors que l’environnement est caractérisé
par ~R.
Les observables du systèmes sont obtenues comme les sections du fibré vectoriel V +, l’algèbre
Γ(M×R, V +) qui est équipée du crochet

∀A,B ∈ Γ(M× R, V +), [A,B]V + (~R, t) =
[
A(~R, t), B(~R, t)

]

u(M)
(6.46)

L’interprétation physique du crochet de Lie est inchangée, [A,B]V + mesure la dépendance entre
deux observables. La relation d’incertitude de Heisenberg peut alors s’écrire comme suit : ∀ψ ∈
Γ(M× R, E+) tel que ∀(~R, t) ‖ψ‖E+(~R, t) = 1, ∆ψA∆ψB ≥ 1

2 |〈ψ|[A,B]V +ψ〉E+ |. L’action d’une

observable A ∈ Γ(M × R, V +) sur un état ψ ∈ Γ(M × R, E+) est donnée par (Aψ)(~R, t) =
ρLie(A(~R, t))ψ(~R, t). L’adjoint de A ∈ Γ(M× R, V +) est défini par

〈φ|Aψ〉E+(~R, t) = 〈φ(~R, t)|ρLie(A(~R, t))ψ(~R, t)〉CM = 〈A‡φ|ψ〉E+(~R, t) (6.47)

donc (A‡φ)(~R, t) = ρLie(A(~R, t)†)φ(~R, t), A‡(~R, t) = A(~R, t)†.
Les transformations du système sont obtenues dans Γ(M×R, P+). Les actions d’une transformation
U ∈ Γ(M× R, P+) sur un état ψ ∈ Γ(M× R, E+) et sur une observable A ∈ Γ(M× R, V +) sont
données par (Uψ)(~R, t) = ρ(U(~R, t))ψ(~R, t) et par (U · A)(~R, t) = Ad(U(~R, t))A(~R, t).
Soit {|a, ~R, t〉 ∈ Γ(M× R, E+)}a=1,...,M l’ensemble des vecteurs propres de H sélectionnés par le
théorème adiabatique, considéré comme la base canonique de Γ(M× R, E+). Soit γ ∈ Γ(R,M).
La phase matricielle du transport adiabatique, que l’on désignera à partir de ce point sous le nom
d’opérateur d’holonomie, s’écrit

Jγ,t,t0 = Pe
−ı~−1

R t
t0
E(γ(t′),t′)dt′−

R t
t0
Aµ(γ(t′),t′)dγ

µ(t′)

dt′
dt′−

R t
t0
A0(γ(t′),t′)dt′ ∈ Γ(M× R, P+) (6.48)

Si ψ(t0) = |a, γ(0), 0〉 alors la fonction d’onde solution de l’équation de Schrödinger est ψ(t) =∑
b J

γ,t,t0
ba |b, γ(t), t〉. Il est clair que Jγ,t,t0 est l’opérateur d’évolution “spatio-temporel” entre t0 et t

via le chemin γ dansM.

Notons une différence importante entre ce modèle fibré et les autres modèles de dynamique
quantique. Dans le modèle Hilbertien standard, c’est l’espace des états, un espace de Hilbert H, qui
apparâıt comme l’espace fondamental de la description. Les espaces des observables et des transfor-
mations n’apparaissant que comme des espaces dérivés de H, à savoir respectivement l’espace des
opérateurs et l’espace des opérateurs inversibles de H. Dans le modèle algébrique, l’espace fonda-
mental est l’espace des observables, à savoir une algèbre de Lie g ou une C∗-algèbre A. L’espace des
états dérive de l’espace des observables, un espace vectoriel de représentation de g ou l’ensemble des
fonctionnelles linéaires positives de A. L’espace des transformations en dérive également, à savoir
l’un des groupes de Lie G associé à g ou l’espace des ∗-automorphismes de A. Dans le modèle
géométrique adiabatique, c’est l’espace des transformations P+ qui apparâıt comme fondamental,
alors que les espaces des états E+ et des observables V + apparaissent comme dérivant de l’espace
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des transformations, puisque étant des fibrés associés à P+.
Dans la suite, de nombreux abus de notations seront fait, en ne distinguant plus les notations entre
le produit scalaire de CM et le produit intérieur de E+, entre les crochets de Lie, et entre les “ad-
jonctions”. De même, on oubliera très souvent de faire figurer explicitement les représentations ρ et
ρLie.

6.4.2 Observables généralisées

Soit X = Xµ∂µ +X0∂t ∈ T (M× R) un champ de vecteurs (une section du fibré tangent) de
M×R. Soit γ un chemin dansM×R tel que X(γ(t), t) soit le vecteur tangent en γ(t). On rappelle
que la dérivée covariante de ψ ∈ Γ(M× R, E+) dans la direction X est définie par

∇Xψ(γ(t), t) = lim
h→0

Jγ,t+h,t
−1
ψ(γ(t+ h), t+ h)− ψ(γ(t), t)

h
(6.49)

= Xµ(∂µ + ρLie(Aµ))ψ +X0(∂t + ρLie(A0) + ı~−1ρLie(E))ψ (6.50)

On peut considérer ∇µ = ∂µ + Aµ (∇0 = ∂t + A0 + ı~−1E) comme le moment cinétique
généralisé du système dans la direction µ en présence du champ de jauge F+ = dA+ + A+ ∧ A+.
Pour inclure ces moments dans les observables, on définit l’ensemble des observables généralisées par
TP+. On sait que ΓTP+ = HP+ ⊕ V P+ où V(~R,t)P

+ ' g est l’espace tangent vertical canonique.

En utilisant l’isomorphisme avec g on obtient avec V P+ l’ensemble des observables standards
Γ(M×R, V +).H(~R,t)P

+ est l’espace tangent horizontal défini par la connexion de potentiel de jauge

A+A0 + ı~−1Edt. Soit un système de coordonnées fibrées locales (γi, Rµ, t). On peut écrire ∀α ∈
HP+, α = αµ∂µ + α0∂0 (notons qu’avec une autre connexion, les coefficients de la décomposition
(αµ, α0) seraient différents). On voit donc que HP+ produit l’algèbre des moments cinétiques. Le
crochet de Lie de TP+ est alors le crochet des champs de vecteurs défini par

∀X,Y ∈ ΓP+, [X,Y ]TP+ =

(
Xα ∂Y

β

∂xα
− Y α ∂X

β

∂xα

)
∂

∂xβ
(6.51)

où (xα) = (γi, Rµ, t). Il est bien connu que Γ(M× R, E+) peut être identifié avec l’espace des
fonctions C∞ U(M)-équivariantes de P vers CM . On sait de plus que ∀X ∈ V P+ (identifié à un
champ de vecteurs fondamental) et pour tout ψ U(M)-équivariant, on a

−LXψ = ρLie(X)ψ (6.52)

où L est la dérivée de Lie de la variété P+. Soit X ∈ TP+ un champ de vecteurs, Xv ∈ V P+ sa
partie verticale et Xh = Xµ∂µ + X0∂t ∈ HP+ sa partie horizontale. En utilisant l’identification
Γ(M× R, E+) ' Ω0

I(P
+,CM ), on obtient

∀ψ ∈ Γ(M× R, E+), −LXψ = −LXvψ − LXuψ = ρLie(X)ψ −Xµ∂µψ −X0∂tψ (6.53)

La dérivée de Lie L apparâıt donc comme l’action des observables généralisées sur les états.
Une comparaison entre le modèle standard de la mécanique quantique en dimension finie et la
formulation géométrique proposée ici est donnée table 6.1.

6.5 Application

Cette section illustre les concepts formels qui ont été introduits dans ce chapitre. On considère
un atome à trois niveaux interagissant avec deux lasers. Avant d’introduire le “toy-model” illustrant
la théorie, on a besoin d’une brève description des systèmes à 3 niveaux
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Tab. 6.1 – Comparaison entre le modèle usuel de la mécanique quantique et la formulation fibrée.
Système à M niveaux Formulation fibrée

Espace des scalaires le corps C l’anneau C∞(M× R,C)

Espace des états l’espace vectoriel CM le module Γ(M× R, E+)

Produit le produit scalaire 〈·|·〉CM le produit intérieur 〈·|·〉E+

Base canonique







1
0
...
0


 , ...,




0
...
0
1





 (|a, ~R, t〉)a=1,...,M

Espace des observables ıg TP+

Action des observables ρLie −L
Espace des transformations G Γ(M×R, P+)

Actions des transformations ρ et Ad ρ et Ad

Évolution l’opérateur d’évolution U(t, t0) l’opérateur d’holonomie Jγ,t,t0

Observables fondamentales l’Hamiltonien H les potentiels Aµ, A0 et ı~−1Edt

6.5.1 Discussion préliminaire

On considère un système à 3 niveaux, décrit par l’espace de Hilbert H = C3. Le forme générale
d’un Hamiltonien d’un système à 3 niveaux est

H = xiλi i = 0, ..., 8 (6.54)

où λ0 est la matrice identité de H = C3 et {λi}i=1,...,8 sont les matrices de Gell-Mann :

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0



 λ2 =




0 −ı 0
ı 0 0
0 0 0



 λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0





λ5 =




0 0 −ı
0 0 0
ı 0 0



 λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0



 λ7 =




0 0 0
0 0 −ı
0 ı 0



 λ8 =
1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2





Les matrices de Gell-Mann peuvent être considérées comme les générateurs de su(3). De plus,
on introduit les matrices suivantes :

µ1 = λ3 +
1√
3
λ8 +

2

3
λ0 (6.55)

µ2 = −λ3 +
1√
3
λ8 +

2

3
λ0 (6.56)

µ3 = − 1√
3
λ8 +

2

3
λ0 (6.57)

Il est clair que {λi, µj}i=0,1,2,4,5,6,7;j=1,2,3 génèrent l’algèbre de Lie u(3). On est intéressé dans
cette section, par les Hamiltoniens particuliers qui sont de la forme

H = x1λ1 + x2λ2 + x6λ6 + x7λ7 + x̃µ2 (6.58)

Puisque {λ4, λ5, µ1, µ2} sont générateurs de l’algèbre de Lie u(2) comme sous-algèbre de u(3),
alors l’Hamiltonien (6.58) est un élément de u(3)/u(2) (quotient d’espaces vectoriels ; u(2) n’est
pas un idéal de u(3) et donc u(3)/u(2) est un espace vectoriel sans structure d’algèbre de Lie). En
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d’autres mots, l’Hamiltonien (6.58) caractérisé par (x1, x2, x6, x7, x̃) est déterminé par un point de
la variété U(3)/U(2), et on sait (cf. [128]) que

U(3)/U(2) = SU(3)/SU(2) = S5 (6.59)

Donc l’espace de contrôle associé à un Hamiltonien de la forme (6.58) peut toujours être interprété
comme une sous-variété de la 5-sphère S5.

6.5.2 Un exemple concret

On considère un atome à 3 niveaux dans la configuration Λ, interagissant avec deux lasers,
désignés par P (pour pompe) et S (pour Stokes). Les trois états nus de l’atome sont labelisés par
|a〉, |b〉 et |c〉. Les paramètres de contrôle du système sont les amplitudes et les phases des lasers P
et S. On désigne par ωP la fréquence du laser P supposé quasi-résonant avec la transition |a〉 → |b〉,
et avec pour detuning ∆. Le laser S de fréquence ωS est supposé en parfaite résonance avec la
transition |b〉 → |c〉, cf. fig. 6.2.

hωP
hωS

|a>

|b>

|c>

∆

Fig. 6.2 – Schéma d’un atome à 3 niveaux

L’Hamiltonien habillé du système dans l’approximation RWA est

H =
~

2




0 Weıβ 0

We−ıβ 2∆ V eıα

0 V e−ıα 0



 (6.60)

où W = |〈a|~µ · ~EP |b〉| et V = |〈b|~µ · ~ES |c〉|, ~EP et ~ES étant les amplitudes des lasers et ~µ étant le mo-
ment dipôlaire électrique de l’atome. Afin de simplifier les notations, on pose ∆ = 1. L’Hamiltonien
H est de la forme (6.58) et on peut calculer ses trois valeurs propres :

E1 = 0 (6.61)

E2 =
~

2
(1−

√
1 + V 2 +W 2) (6.62)

E3 =
~

2
(1 +

√
1 + V 2 +W 2) (6.63)

On voit que E1 = E2 si V = 0 et W = 0, et de plus

inf
V,W

dist ({E1, E2(V,W )};E3(V,W )) = ~ (6.64)

Soient P1(W,V, α, β), P2(W,V, α, β) et P3(W,V, α, β) les projecteurs propres associés à E1, E2

et E3. Il est évident que pour toute dynamique particulière t 7→ (W (t), V (t), α(t), β(t)) l’Hamil-
tonien H(t) avec la décomposition Sp(H(t)) = σ0(t) ∪ σ⊥(t) satisfait aux conditions du théorème
adiabatique de Nenciu, où σ0(t) = {E1, E2(t)} et σ⊥(t) = {E3(t)} et avec inft dist(σ0(t), σ⊥(t)) ≥ ~.
En accord avec ce théorème, on a à la limite adiabatique3

U(t, 0)Pm(0) = Pm(t)U(t, 0) (6.65)

3qui est approximativement obtenue si les variations de (W (t), V (t)) sont lentes devant le temps propre quantique
inft

~

E3(t)−E1
; pour des paramètres classiques comme W et V cette hypothèse est consistante
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où U(t, 0) est l’opérateur d’évolution associé à H(t) et Pm(t) = P1(t) + P2(t). On peut alors appli-
quer le formalisme introduit dans ce chapitre pour ImPm (dim ImPm = 2), pour toute dynamique
particulière.
Les vecteurs propres de H peuvent être choisis comme suit, pour V 6= 0 et W 6= 0 :

|1, (α, β,W, V )〉 =
1√

1 + V 2

W 2




−eı(α+β) V

W
0
1



 (6.66)

|2, (α, β,W, V )〉 =
1√

1 + W 2

V 2 + (1−
√

1+V 2+W 2)2

V 2




eı(α+β)W
V

eıα (1−
√

1+V 2+W 2)
V

1


 (6.67)

|3, (α, β,W, V )〉 =
1√

1 + W 2

V 2 + (1+
√

1+V 2+W 2)2

V 2




eı(α+β)W
V

eıα (1+
√

1+V 2+W 2)
V

1


 (6.68)

Soient r =
√

1 + V 2 +W 2 et (θ, ϕ) tels que W = r sinϕ cos θ, V = r sinϕ sin θ et r cosϕ = 1
(θ ∈]0, π2 [ et ϕ ∈]0, π2 [). Avec ce jeu de nouvelles variables, on a

|1, (α, β, θ, ϕ)〉 =




−eı(α+β) sin θ

0
cos θ



 (6.69)

|2, (α, β, θ, ϕ)〉 =




eı(α+β) sinϕ cos θ√
1−cosϕ

eıα
√

1− cosϕ
sinϕ sin θ√

1−cosϕ


 (6.70)

Soit (α, β, γ, θ, ϕ) les angles qui engendrent S5. La sous-variété de S5 définie par






0 < ϕ < π
2

0 < θ < π
2

γ = 0

est la variété de contrôle ; elle sera désignée dans la suite par S4
+.

6.5.3 Le fibré composite modélisant le système dynamique quantique

Nous appliquons à présent la construction théorique développé jusqu’ici. Premièrement on note
que le choix des vecteurs propres (6.69) et (6.70) n’est pas unique. On a écrit

|i〉NE =




eı(α+β)∗
eıα∗
∗



 (6.71)

où ∗ remplace les fonctions de (θ, ϕ) dans les expressions de |1〉 (6.69) ou de |2〉 (6.70). Pour d’autres
choix de convention de phase, on peut choisir les expressions suivantes :

|i〉NW =




eıα∗

eı(α−β)∗
e−ıβ∗



 |i〉SE =




eıβ∗
∗

e−ıα∗



 |i〉SW =




∗

e−ıβ∗
e−ı(α+β)∗



 (6.72)

Ces différentes conventions sont associées à 4 cartes locales ouvertes de S4
+, UNE = {(α, β, θ, ϕ) ∈

S4
+|α ∈]−π/2−ε, π/2+ε[, β ∈]−π/2−ε, π/2+ε[, UNW = {(α, β, θ, ϕ) ∈ S4

+|α ∈]−π/2−ε, π/2+ε[, β ∈
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]π/2 − ε, 3π/2 + ε[, USE = {(α, β, θ, ϕ) ∈ S4
+|α ∈]π/2 − ε, 3π/2 + ε[, β ∈] − π/2 − ε, π/2 + ε[ et

USW = {(α, β, θ, ϕ) ∈ S4
+|α ∈]π/2− ε, 3π/2+ ε[, β ∈]π/2− ε, 3π/2+ ε[, où ε est un petit paramètre.

L’ensemble {U i}i=NE,NW,SE,SW est un atlas de S4
+. On veut construire le fibré principal des phases

géométriques. Soit T i = (|1〉i, |2〉i) ∈ M3×2(C) la matrice des vecteurs propres sélectionnés par le
théorème adiabatique (i = NE,NW,SE, SW ). On pose ~R = (α, β, θ, ϕ) ∈ S4

+.

∀i, j,∀~R ∈ U i ∩ U j, gij(~R) = T i(~R)†T j(~R) ∈ U(2) (6.73)

Les fonctions gij sont les fonctions de transitions du fibré principal de la géométrie (P, S4
+, U(2), πP ).

Plus précisément on a

gNE,NW = gSE,SW = eıβ gNE,SE = gNW,SW = eıα gNE,SW = eı(α+β) gNW,SE = eı(α−β)

(6.74)
Notons que ∀i, j gij ∈ U(1) ⊂ U(2), car les deux valeurs propres ne sont jamais globalement
dégénérées sur U i ∩ U j . Ces fonctions définissent complètement l’espace total P du fibré principal
de la géométrie. En effet soit ∼ la relation d’équivalence sur S4

+ × U(2) définie par

(x, k) ∼ (y, h) si x = y et si ∃i, j tel que x ∈ U i ∩ U j et k = hgij

L’espace total est alors la variété quotient P = S4
+×U(2)/ ∼. Soit π∼ : S4

+×U(2)→ P la projection
associée à ∼, alors πP est défini par le diagramme commutatif

S4
+ × U(2)

π∼−−→ P
Pr1 ↘ ↙ πP

S4
+

Le fibré principal de la géométrie (P, S4
+, U(2), πP ) est alors complètement défini. De plus c’est le

fibré de structure du fibré composite principal de la géodynamique. La connexion de P est définie
par le potentiel de jauge

∀~R ∈ U i, Ai = T i(~R)†dS4T i(~R) ∈ Ω1(S4
+, u(2)) (6.75)

avec Aj = (gij)−1Aigij + (gij)−1dS4gij dans U i ∩U j . Soient {σi}i=1,2,3 les matrices de Pauli (géné-
rateurs de su(2)) et σ0 l’identité de C2, i.e.

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −ı
ı 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)

Les calculs du potentiel de jauge montrent que

ANE = ı
sinϕ√

1− cosϕ
σ2dθ −

ı

2
√

2

sin(2θ) sinϕ√
1− cosϕ

σ1(dα+ dβ)

+ı sin θ
σ3 + σ0

2
(dα + dβ) +

ı

2

cos2 θ sin2 ϕ

1− cosϕ

σ0 − σ3

2
(dα + dβ)

+
ı

2
(1− cosϕ)

σ0 − σ3

2
dα (6.76)

Le fibré transverse pour ~R = (α, β, θ, ϕ) ∈ S4
+ fixé, est le fibré trivial de la dynamique (R ×

U(2),R, U(2),Pr1) équipé de la connexion

∀t ∈ R, E(~R, t) =
ı

2

(
0 0
0 1− 1

cosϕ

)
dt (6.77)

Soit χSt le difféomorphisme de fibre du fibré de base (S,R, S4
+, πS). Par définition on a Pt = χSt

∗
P .

L’Hamiltonien H n’ayant pas de dépendance explicite en t, il est clair que ∀t ∈ R, Pt = P et donc



6.5. APPLICATION 155

χSt est l’application identité. On conclut que π−1
S (t) = S4

+ et donc S = S4
+×R. Le fibré de base est

le fibré trivial (S4
+ × R,R, S4

+,Pr2). Les trivialisations locales du fibré total sont

φij++(~R, t, g) = φiP [t](~R, g) = φiP (~R, g) (6.78)

car Pt est indépendant de t. Soit {U i×R}i=NE,NW,SE,SW l’atlas de S4
+×R, ∀(~R, t) ∈ (U i∩U j)×R,

on a les fonctions de transition de l’espace total P+ du fibré total par gij++(~R, t) = gij(~R). Il est
donc clair que P+ = P ×R, le fibré total de la géodynamique est donc (P ×R, S4

+×R, U(2), (πP ◦
Pr1)×Pr2). Notons que la trivialité de la fibration sur le temps, est due à l’absence de dépendance
explicite de H avec t. Lorsque ce n’est pas le cas, le fibré de base n’est pas trivial.

6.5.4 Différents aspects du système dynamique dans le formalisme fibré

Tout les ingrédients du formalisme des fibrés composites ont été identifiés explicitement pour
l’exemple. On veut maintenant considérer une dynamique particulière dans le but de compléter la
description du système dynamique quantique dans la représentation fibrée. Afin de simplifier et de
clarifier la discussion, on considère une dynamique telle que ∀t α = β = 0 (carte UNE) et on utilise
les variables originelles (W,V ) à la place de (θ, ϕ) ; cette variété sera notéeM dans ce paragraphe.
Dans la suite on aura µ = 1, 2, R1 = W , R2 = V et R0 = t. Dans ces conditions, le potentiel de
jauge du fibré total P+ surM× R est

A+ = ı~−1E(W,V )dt +A(W,V ) (6.79)

=
ı

2

(
1−

√
1 + V 2 +W 2

)
(σ0 − σ3)dt

+
ıσ2

√
2
√

1 + V 2

W 2

√
1+V 2+W 2−

√
1+V 2+W 2

V 2

(
dW

W
− dV

V

)
(6.80)

On considère la dynamique décrite par γ ∈ Γ([t0 = −25, T = 90],M× R) définie par γ(t) =
(3 cos(2π(t − 25)/90) + 3.1; 3 sin(2π(t − 25)/90) + 3.1) (unités arbitraires). γ induit un chemin C
dansM× R.

1 2 3 4 5 6
W

1

2

3

4

5

6

V

Fig. 6.3 – Le chemin induit par γ dans M.

Le relèvement horizontal de C définit l’opérateur d’holonomie

∀t ∈ [t0, T ], Jγ,t0,t = Pe
−ı~−1

R t
t0
E(γ(t′))dt′−

R t
0
Aµ(γ(t′))dγ

µ(t′)

dt′
dt′ ∈ Γ(M×R, P+) (6.81)

Soit (E+,M×R,C2, πE+) le fibré vectoriel associé à P+ par l’action de U(2) sur C2 définie par
le produit matriciel. Les états du système sont décrits par le C∞(M×R,C)-module Γ(M×R, E+),
qui est l’espace des sections de E+. À t = 0 on suppose que ψ(0) = 1√

2
(|1, γ(0)〉 + |2, γ(0)〉) ; donc

pour tout t ≥ t0

ψ(t) =
∑

b=1,2

1√
2

([
Jγ,t0,t

]
b,1

+
[
Jγ,t0,t

]
b,2

)
|b, γ(t)〉 ∈ Γ(C, E+) (6.82)
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Avec le produit intérieur de Γ(M×R, E+), on obtient les probabilités d’occupation instantanées
des niveaux E1 et E2(V,W ) :

Pi(t) = |〈i|ψ〉E+(γ(t), t)|2 (6.83)

Ces probabilités sont tracées sur la figure 6.4.
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0.6

0.8
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0.8

1
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Fig. 6.4 – Gauche : Probabilités d’occupation des états |1〉 (ligne pleine), |2〉 (ligne pointillée) et
|3〉 (ligne grasse) calculées par intégration directe de l’équation de Schrödinger dans C3. Droite :
Probabilités d’occupation des états |1〉 (ligne pleine), et |2〉 (ligne pointillée) calculées avec la formule
( 6.82) basée sur l’opérateur d’holonomie du fibré composite. On voit que les résultats obtenus en
utilisant l’opérateur d’holonomie sont en parfait accord avec l’intégration directe. De plus la figure
de gauche révèle que le niveau 3 n’est jamais occupé, en accord avec son élimination adiabatique
dans la représentation fibrée.

On a introduit le champ F+ dansM×R, qui est associé au monopôle magnétique en (V,W ) =
(0, 0) et dont on sait qu’il mesure les couplages non-adiabatiques du système. Une illustration de
ce champ est donnée figure 6.5.

Fig. 6.5 – L’élément de matrice (1, 2) de (F+)12 en fonction deM. La région claire est caractérisée
par un champ de forte intensité alors que les régions sombres correspondent à un champ faible
(unités arbitraires). On a de plus indiqué quelques points du chemin C, © : t = −25, 3 : t = −12,
2 : t = 40 et 4 : t = 80. Par comparaison avec la figure 6.4, on voit que la fonction d’onde ne
change significativement que lorsque les paramètres de contrôle se trouvent dans la région de champ
fort.
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Dans notre exemple d’un système à trois niveaux, il existe un ensemble d’observables qui ont
une importance particulière. Soient Si = 1

2λi pour i = 1, ...8, et soient Si(t) = U(t, t0)SiU(t, t0)
†,

où U(t, t0) est l’opérateur d’évolution associé à l’équation de Schrödinger. Le rôle de cet ensemble
d’opérateurs Si(t) pour un système à 3 niveaux a été étudié par Ho, Chu etal [70, 71, 30]. Soit ρ0 la
matrice densité de la condition initiale. On introduit le vecteur ~S(t) ∈ R8 tel que Si(t) = tr(ρ0Si(t))
(valeur moyenne de l’observable Si(t)). ~S(t) est appelé vecteur cohérent. De la trajectoire de ce
vecteur dans l’espace universel généralisé R8, on peut extraire des informations sur le système
dynamique (pour un exposé complet de ce sujet voir [70, 71, 30]). Avec une approche utilisant le
formalisme fibré, les analogues des observables Si(t) sont

Si(~R) = T (~R)†SiT (~R) ∈ Γ(M× R, u(2)) (6.84)

et le vecteur cohérent ~S(t) est obtenu par4

Si(t) = 〈ψ|Siψ〉E+(γ(t), t) (6.85)

La figure 6.6 illustre le calcul de S dans le fibré composite principal.
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Fig. 6.6 – Trajectoires du vecteur cohérent ~S(t) projetées dans différents plans, pour différents
intervalles de temps, calculées dans la représentation fibrée

L’exemple du système à trois niveaux, montre que l’on peut utiliser la représentation basée
sur le fibré composite principal pour obtenir toutes les quantités physiques associées à un système
dynamique quantique.

En résumé

Le fibré décrivant la phase matricielle du transport adiabatique, est le composite du fibré adiaba-
tique étudié dans les chapitres précédents et du fibré “dynamique”dans lequel est décrit l’opérateur
d’évolution. La connexion du fibré “géodynamique” est alors la connexion composite issue de la
connexion de Berry et de la connexion Hamiltonienne du fibré de la dynamique. Nous sommes donc
en mesure de représenter les “interactions non-adiabatiques” entre les espaces-temps parallèles, co-
pies associées à chacun des états du système dynamique quantique, de l’espace-temps du contrôle,

4pour notre exemple ρ0 = |ψ(0)〉〈ψ(0)|
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produit direct de la variété des paramètres de contrôle et de la droite temporelle.
En regroupant les résultats de ce chapitre et du chapitre 3, nous pouvons définir un modèle géomé-
trique, fondé sur la théorie des fibrés, qui décrit les systèmes dynamiques quantiques contrôlés par
un système classique. La C∗-algèbre commutative des observables du système de contrôle classique
C∞(M× R,C) joue le rôle d’espace scalaire du modèle (les résultats des mesures sur le système
dynamique quantique sont dépendants de l’instant t et de la configuration ~R des paramètres de
contrôle au moment de la mesure). L’espace des transformations est donné par les sections du fi-
bré principal (P+,M× R, G, π++), les états sont donnés par les sections du fibré vectoriel associé
(E+,M×R,CM , πE+) et les observables par les sections du fibré tangent TP+. La variété de base
M×R est équipée d’une métrique naturelle obtenue comme étant le pull-back par f∗ de la métrique
Kählerienne de la variété universelle GM (Cn), l’application universelle étant définie par

f :
M× R → GM (Cn)

(~R, t) 7→ ∑M
a=1 |a, ~R, t〉〈a(∗), ~R, t|

(6.86)

Cette métrique mesure la distance quantique (au sens probabiliste) entre les espaces actifs
adiabatiques. Le fibré P+ est équipé d’une connexion A+ et d’une courbure F+. Un chemin Ψ(t) ∈
P+ est un ensemble de M fonctions d’onde satisfaisant à l’équation de Schrödinger si ı~iXtrF+ = 0,
i étant le produit intérieur de P+ et X(t) étant le vecteur tangent à Ψ. Si tel est le cas, alors on
pose (γ(t), t) = π++(Ψ(t)), on a alors

Ψ(t) = T (~R(t), t)Jγ,0,t (6.87)

où Jγ,0,t = Te−
R t
0 A+(~R(t′),t′)dt′ porte le nom d’opérateur d’holonomie. La dérivée de Lie L de P+

joue le rôle de l’action des observables sur les états. L’action des transformations sur les états se
faisant par Ad.
En résumé, la dynamique quantique peut être décrite par la donnée de ce que l’on appelle [53]
une opération d’algèbre de Lie dans une algèbre différentielle graduée, à savoir la donnée du 5-
uplet (g, i, L,Ω∗P+, R, dP ). Les transformations apparaissant comme des éléments de Ω0P+, les
états comme des fonctions G-équivariantes de P+ à valeurs dans CM , et les observables comme des
éléments du TP+ dual algébrique de Ω1P+. Le produit intérieur définit l’équation de Schrödinger.
L’action à droite R de G, définit l’action des transformations. Soit U ∈ Ω0P+ = Γ(M× R, P+)
une transformation, ψ ∈ Ω0

I(P
+,CM ) = Γ(M× R, E+) un état, et η ∈ V P+ = Γ(M× R, V +) =

Ω0
I(P

+, g) une observable standard, alors

R∗(U)ψ = U−1ψ R∗(U)η = U−1ηU (6.88)

car rappelons que si η ∈ Ω∗(P+,W ) est G-équivariante, W étant un espace vectoriel sur lequel
agit G par ρ, alors par définition R∗(U)η = ρ−1(U)η. La dérivée de Lie apparâıt comme l’action
des observables, soit η ∈ TP+ une observable, ψ ∈ Ω0

I(P
+,CM ) un état, et ζ ∈ TP+ une autre

observable, alors l’action de η sur l’état ψ et sur l’observable ζ est bien donnée par

−Lηψ = ρLie(ηv)ψ + ηh(ψ) Lηζ = [η, ζ] (6.89)



Chapitre 7

Théorie de jauge adiabatique sur
réseaux

Bien que trente rayons convergent au milieu, c’est le

vide médian qui fait marcher le char.

Lao-Tseu

L’essentiel du modèle géométrique des systèmes dynamiques quantiques a été introduit dans les
chapitres précédents. Le rôle des phases géométriques, le statut des espaces actifs (adiabatiques ou
non), et les analogies avec d’autres modèles physiques (théorie des champs, relativité générale et
systèmes dynamiques classiques), ont été étudiés au cours de ces premiers chapitres. À ce stade, il
reste trois grands problèmes pratiques, qui n’ont pas encore été abordés.

1. La méthode de transport adiabatique, que ce soit pour les régimes adiabatiques purs ou
pour les régimes avec des couplages non-adiabatiques entre états de l’espace actif, nécessite
la connaissance des vecteurs propres instantanés de l’Hamiltonien. Dans les exemples présen-
tés dans les chapitres précédents, où l’on n’a traité que des systèmes atomiques simples, les
Hamiltoniens étaient représentés par des matrices de petites tailles (2× 2 et 3× 3), permet-
tant le calcul analytique de la diagonalisation matricielle, ou ne nécessitant l’usage que de
programmes de diagonalisation standards. Mais pour l’étude de systèmes dynamiques quan-
tiques plus complexes, comme des molécules en interaction avec un champ couplant des états
liés d’une surface électronique liante à des continua d’une surface électronique antiliante, la
matrice représentant numériquement l’Hamiltonien est de très grande dimension, et néces-
site donc l’usage de méthodes plus sophistiquées de diagonalisation. De plus, ces systèmes
complexes peuvent échapper à l’approximation adiabatique (même généralisée aux espaces
actifs). Il est toujours possible, même dans ce cas d’utiliser le formalisme géométrique, mais
avec une base {ψ̃(~R, t)} (avec ~R ∈M) de l’espace actif se déformant, qui n’est pas une base
propre (générant la phase de Aharonov-Ananadan non-abélienne et non la phase de Berry).
Le problème est alors de trouver numériquement une telle base.

2. Dans les exemples très simples illustrant les chapitres précédents, le champ électromagnétique
était décrit à l’aide de théories d’Hamiltonien habillé à 1 ou 2 photons, dans l’approximation
RWA. Dans le cas de systèmes photodynamiques plus complexes, la modélisation du champ
électromagnétique doit suivre une voie similaire, mais nécessite un développement plus géné-
ral, afin d’être couplée à la représentation géométrique des systèmes dynamiques quantiques.

3. Il est illusoire de ne vouloir considérer que la théorie “exacte” des systèmes dynamiques quan-
tiques. Même la plupart des systèmes photodynamiques atomiques les plus simples, ne sont
pas solubles analytiquement, et pour les systèmes moléculaires, il est absolument nécessaire
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de passer par des méthodes numériques. La description géométrique qui a été présentée dans
les chapitres antérieurs, doit donc être adaptée aux simulations numériques. On doit donc
passer de la géométrie différentielle (du “continu”) à la géométrie numérique (au “discret”).

Le point 1. fait l’objet de toute la partie 2 de cette thèse, et le point 2. sera traité dans le chapitre
suivant. Le point 3. fait l’objet de ce chapitre.

La formule du transport adiabatique généralisée doit être discrétisée. On montrera section 1,
qu’il existe une version naturelle du transport adiabatique discret, qui à la limite des pas tendant
vers zéro, converge vers la formule de transport continue, la formule en question étant rigoureuse-
ment exacte, si l’évolution de chacun des paramètres de contrôle est une fonction en escalier. La
discrétisation du modèle, nécessite de plus, de passer de la variété C∞ des paramètres de contrôle,
M, à un réseau de discrétisation X. La théorie de jauge adiabatique construite sur M, doit donc
laisser place à une théorie de jauge sur réseau. La section 2 apporte les ingrédients mathématiques
du calcul discret sur X, analogue du calcul différentiel de M, qui vont permettre la discrétisation
du modèle géométrique des systèmes dynamiques quantiques. L’analyse faite dans les chapitres
précédents, montre que dans les régimes avec espaces actifs adiabatiques multidimensionnels, la
fonction d’onde du système a des variations brutales dans le voisinage des croisements (zone de
fort couplages non-adiabatiques ⇐⇒ zone de forts champs magnétiques monopôlaires), alors que
dans les régions “vides”, celle-ci est presque inchangée. Pour décrire ces variations brutales, il est
nécessaire d’avoir un réseau X avec des mailles très fines dans les régions “actives”. Par contre,
conserver des mailles fines dans les régions vides, est très coûteux en temps de calculs et est très
gourmand en mémoire informatique, sans apporter grand chose en précision sur les résultats. Pour
avoir une méthode viable numériquement, il faut des mailles lâches dans ces régions vides. Il est
donc nécessaire de manipuler un réseau X non-uniforme. Ceci fait l’objet de la section 3. Nous avons
vu à plusieurs reprises, que la topologie du fibré adiabatique jouait un grand rôle dans la physique
des systèmes dynamiques quantiques. Cette topologie est caractérisée, d’une part, par la position
des monopôles magnétiques et la charge de ceux-ci (première classe de Chern), liés aux couplages
non-adiabatiques entre états et aux transitions soudaines des systèmes en régimes adiabatiques
purs ; et d’autre part, par le système de cartes locales (lié aux cordes de Dirac), caractérisé par
les régions de changement de carte, et responsable des effets de chirping direct. La préservation de
cette topologie dans les calculs numériques et la caractérisation numérique de celle-ci, font l’objet
de la section 4 de ce chapitre.
La numérisation du modèle géométrique des systèmes dynamiques quantiques est d’une impor-
tance capitale pour d’éventuelles applications à des problèmes de contrôle quantique. Comme nous
l’avons déjà évoqué, la position et la charge des monopôles, ainsi que les “lignes de changement
de carte” permettent dans une certaine mesure, de prédire quels seront les types de chemin dans
M en mesure de résoudre le problème de contrôle. Néanmoins, cette prédiction n’est que partielle
dans les régimes avec des couplages non-adiabatiques (c’est à dire avec des superpositions d’espaces
parallèles, induisant des interférences entre les chemins sur les différents espaces). Il sera donc né-
cessaire de tester plusieurs trajectoires. De plus, de nombreuses situations demandent de résoudre
plusieurs problèmes de contrôle différents (comme en informatique quantique où l’on a besoin de
plusieurs portes logiques), ce qui nécessite de tester encore plus de trajectoires. Si le nombre de
trajectoires à tester est très grand, une méthode consistant à intégrer directement pour chacune
l’équation de Schrödinger (par propagation de paquet d’onde par exemple), est très peu optimal,
demandant un grand temps d’intégration à chaque nouvelle trajectoire. Sur un très grand nombre
de trajectoires, l’intégration directe n’est pas optimale, car souvent plusieurs trajectoires ont des
portions en commun, dont la contribution est calculée de nombreuses fois au cours d’une étude.
La description géométrique permet d’éviter cela, en calculant les phases de Berry non-abélienne
(principales contributrices à la fonction d’onde et qui ne dépendent que du chemin et pas du temps
écoulé), dans le calcul initial de tout le réseau X. On fait en quelque sorte une fois pour toute,
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une grande part du calcul de propagation sur les trajectoires. Les arrêtes du réseau X peuvent être
considérées comme les portions de trajectoires qui pourront être communes à plusieurs chemins.
On reviendra sur ce point tout au long de ce chapitre.

7.1 La formule de transport adiabatique discrétisée

Dans cette section, nous établirons une formule de transport adiabatique discrétisée. On rappelle
que la formule de transport adiabatique continue est

ψ(t) =
M∑

b=1

[
Te−ı~

−1
R t
0 E(t′)dt′−

R t
0 A(t′)dt′

]

ba
|λb(t)〉 (7.1)

où A(t)ab = 〈a, t|∂t|b, t〉 (pour l’instant afin d’alléger l’écriture, on ne fait pas apparâıtre expli-
citement ~R, sachant que dans un premier temps, on ne considère qu’un unique chemin dans M).
On considère une partition de [0, t], PN = {t0 = 0 < t1, ..., tN = t}. La discrétisation simple du
transport adiabatique donne

ψ(t) '
M∑

b=1

[
T

N−1∏

i=0

e−ı~
−1E(ti)∆tie−A(ti)∆ti

]

ba

|λb(t)〉 (7.2)

où ∆ti = ti+1− ti et T
∏

est le produit ordonné chronologiquement. En effet, la discrétisation de la
série de Dyson Te

R

Xdt est donnée par le produit chronologique T
∏
eX∆t, en considérant les “séries

de Riemann non-commutatives”, voir l’annexe A. Cependant nous allons retrouver cette formule par
une approche différente qui nous permettra de retenir une formule“intermédiaire”, moins approchée
que celle-ci.

7.1.1 Transport parallèle discret

On considère un système dynamique quantique conservatif gouverné par un Hamiltonien au-
toadjoint H(t). On suppose que l’opérateur d’évolution associé à H(t) satisfait à un théorème
adiabatique :

∀t, t′ U(t, t′)Pm(t′) = Pm(t)U(t, t′) (7.3)

Pm(t) étant un projecteur sur un ensemble de vecteurs propres {|a, t〉}a=1,...,M (notons que l’on
pourrait ne pas supposer que |a, t〉 sont des vecteurs propres, mais des états dépendants du temps,
engendrant un espace actif se déformant). On note T (t) ∈ Mn×M (C) la matrice de ces vecteurs
propres. Soit PN = {t0 = 0 < t1 < ... < tN = t} une partition de [0, t]. On a, en exploitant les
propriétés des opérateurs d’évolution

ψ(t) = U(t, 0)|a, 0〉 (7.4)

= U(t, tN−1)...U(t2, t1)U(t1, 0)Pm(0)|a, 0〉 (7.5)

= U(t, tN−1)...U(t2, t1)Pm(t1)U(t1, 0)Pm(0)|a, 0〉 (7.6)

... (7.7)

= Pm(t)U(t, tN−1)Pm(tN−1)...Pm(t1)U(t1, 0)Pm(0)|a, 0〉 (7.8)

Supposons que t 7→ H(t) soit une fonction en escalier à valeurs opérateurs, dont les sauts sont
associés à la partition PN . En d’autres termes, ∀t ∈ [ti, ti+1[ on a H(t) = H(ti). Dans ces conditions,
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H est constant sur les intervalles [ti, ti+1[ et on a U(ti+1, ti) = e−ı~
−1H(ti)∆ti . On a alors

U(ti+1, ti)Pm(ti) =

M∑

a=1

e−ı~
−1H(ti)∆ti |a, ti〉〈a, ti| (7.9)

=
M∑

a=1

e−ı~
−1Ea(ti)∆ti |a, ti〉〈a, ti| (7.10)

D’où

Pm(ti+1)U(ti+1, ti)Pm(ti) =
∑

a,b

e−ı~
−1Ea(ti)∆ti〈b, ti+1|a, ti〉|b, ti+1〉〈a, ti| (7.11)

=
∑

ab

[
T †(ti+1)T (ti)e

−ı~−1E(ti)∆ti
]

ba
|b, ti+1〉〈a, ti| (7.12)

on a alors

ψ(t) =

M∑

b=1

[
T

N−1∏

i=1

T †(ti+1)T (ti)e
−ı~−1E(ti)∆ti

]

ba

|b, t〉 (7.13)

Cette dernière formule étant exacte dans les conditions citées plus haut. Si on relâche la condition
d’une fonction Hamiltonienne en escalier, avec un pas de discrétisation δ(PN ) = maxi∆ti au
voisinage de zéro, on a U(ti+1, ti) ∼ e−ı~−1H(ti)∆ti et on retrouve approximativement la précédente
formule. Cette formule constitue la version discrète du transport adiabatique comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 8. On considère une famille d’opérateurs auto-adjoints t 7→ H(t). Soit une partition
PN de [0, T ] telle que δ(PN ) ∈ V(0). On a alors

T

N−1∏

i=0

T †(ti+1)T (ti)e
−ı~−1E(ti)∆ti ∼

δ(PN )∈V(0)
T

N−1∏

i=0

e−A(ti)∆tie−ı~
−1E(ti)∆ti (7.14)

et donc

ψ(t) = lim
N→+∞

M∑

b=1

[
T

N−1∏

i=0

T †(ti+1)T (ti)e
−ı~−1E(ti)∆ti

]

ba

|b, t〉 (7.15)

pour une partition telle que limN→∞ δ(PN ) = 0.

Preuve :

T †(ti+1)T (ti) =



〈1, ti+1|1, ti〉 ... 〈1, ti+1|M, ti〉

...
. . .

...
〈M, ti+1|1, ti〉 ... 〈M, ti+1|M, ti〉


 (7.16)

|a, ti+1〉 = |a, ti + ∆ti〉 = |a, ti〉+ (∂t|a, t〉)t=ti∆ti +O(∆t2i ) (7.17)

Rappelons que
〈a, t|b, t〉 = 0⇒ (∂t〈a, t|)|b, t〉 = −〈a, t|∂t|b, t〉 (7.18)

donc
〈a, ti+1|b, ti〉 = δab − 〈a, t|∂t|b, t〉t=ti∆ti +O(∆t2i ) (7.19)

On en déduit que
T †(ti+1)T (ti) = IM −A(ti)∆ti +O(∆t2i ) (7.20)

et donc
T †(ti+1)T (ti) ∼

∆ti∈V(0)
e−A(ti)∆ti (7.21)

�
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Si on réintroduit la dépendance à la variétéM, on a

T

N−1∏

i=0

T †(~Ri+1)T (~Ri)e
−ı~−1E(~Ri)∆ti ∼ T

N−1∏

i=0

e−Aµ(~Ri)∆
µ
i e−ı~

−1E(~Ri)∆ti (7.22)

où ~Ri = ~R(ti) et ∆µ
i = Rµ(ti+1) − Rµ(ti). La réalisation pratique de cette formule, va nécessiter

l’usage d’un réseau de discrétisation X de M dont les arrêtes seront les Rµi+1 − R
µ
i . C’est à dire

qu’afin d’utiliser la propriété des phases de Berry d’être indépendantes de la vitesse du parcours du
chemin, c’est la discrétisation des paramètres adiabatiques qui sera l’opération première : on fixe
une fois pour toute les éléments x ∈ X ; puis pour un chemin ~R(t), on choisit la partition du temps
telle que1 ∀i, ~R(ti) ∈ X (contrairement à la manière dont ont été dérivées les formules précédentes
où la partition du temps imposait la discrétisation des paramètres). On reviendra sur ce point plus
tard.
Ce qu’il est important de noter, c’est la succession entre phases dynamiques et phases géométriques :

T

N−1∏

i=0

e−Aµ(~Ri)∆
µ
i e−ı~

−1E(~Ri)∆ti = e−Aµ(~RN−1)∆µ
N−1e−ı~

−1E(~RN−1)∆tN−1e−Aµ(~RN−2)∆µ
N−2 ...

...e−Aµ(~R1)∆µ
1 e−ı~

−1E(~R1)∆t1e−Aµ(~R0)∆µ
0 e−ı~

−1E(~R0)∆t0(7.23)

Les effets dynamiques sont dus à cette alternance (donc à la non-commutativité de A et E),
c’est à dire aux commutateurs [E,A]. En utilisant la formule Baker-Campbell-Hausdorff à l’ordre
2, on a

e−ı~
−1E(t1)∆t1e−A(t0)∆0e−ı~

−1E(~R0)∆t0 ∼ eı~−1[E(t1),A(t0)]∆t0∆t1e−A(t0)∆t0e−ı~
−1E(t1)∆t1e−ı~

−1E(~R0)∆t0

(7.24)
d’où

T

N−1∏

i=0

e−A(ti)∆tie−ı~
−1E(ti)∆ti

∼




∏

0≤i<j≤N
eı~

−1[E(tj),A(ti)]∆ti∆tj




(

T

N−1∏

i=0

e−A(ti)∆ti

)(
T

N−1∏

i=0

e−ı~
−1E(ti)∆ti

)
(7.25)

Notons enfin, que numériquement, ne disposant pas des dérivées, dans un formalisme purement

discret, on définit le potentiel de jauge discret comme A(ti) ≡ IM−T †(ti+1)T (ti)
∆ti

. On rappelle encore

que pour un Hamiltonien en escalier, la formule est exacte (en posant que le symbole e−A(ti)∆ti

n’est pas, pour la définition qu’on vient de donner de A, l’exponentielle de la matrice A, mais
e−A(ti)∆ti = IM −A(ti)∆ti).

7.1.2 Invariance par rapport aux permutations d’états

Nous avons déjà à deux reprises évoqué le fait que le système de cartes locales avait une grande
importance, et que l’atlas minimum admissible, était porteur de l’information topologique sur le
fibré adiabatique. Nous avons vu que pour garantir certaines conventions de suivi des états au
niveau des croisements, il fallait introduire des permutations d’états au passage d’une carte à
l’autre. De plus en utilisant un programme de diagonalisation pour calculer les vecteurs propres,

1on donne ici la condition idéale, en pratique, on utilise une condition moins forte, qui sera introduite dans la suite
de ce chapitre
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la convention d’ordre des vecteurs propres n’est pas nécessairement mâıtrisée. Le programme peut
induire un système de cartes locales très complexe (non minimal), avec des changements fréquents
de conventions. Un chemin C discrétisé dans X, peut rencontrer un grand nombre de changements
de carte, et donc un grand nombre de permutations d’états. On connâıt le comportement de la
forme continue du transport sous ces permutations (qui ne sont que des changements de jauge),
mais on serait en droit de craindre un comportement chaotique du transport discrétisé. En fait,
on peut prouver qu’il n’y a aucun effet néfaste provoqué sur la fonction d’onde pour la formule de
transport discret.

Preuve :

Soit (|a, t〉)a=1,...M la base de l’espace actif adiabatique caractérisée par un ordre spécifique, que
l’on appellera l’ordre de référence (si on rencontre des croisements, un tel ordre est tout à fait
arbitraire). Soit D la représentation du groupe de permutation SM sur l’espace actif, définie par

∀σ ∈ SM D(σ)|a, t〉 = |σ(a), t〉 (7.26)

Soit ∀i = 1, ..., N , σi ∈ SM la permutation aléatoire des états intervenant à l’instant ti par
rapport à l’ordre de référence, et induite par un choix arbitraire de l’ordre des vecteurs propres
instantanés en ti par le programme de diagonalisation. Soit T̃ (ti) la matrice des vecteurs propres
après permutations, et T (ti) la matrice des vecteurs propres dans l’ordre de référence. Il est clair
que

T̃ (ti) = T (ti)D(σi) (7.27)

De même on a Ẽ(ti) = D(σi)
−1E(ti)D(σi), on en conclut que

T

N−1∏

i=0

T̃ †(ti+1)T̃ (ti)e
−ı~−1Ẽ(ti)∆ti

= T̃ †(tN )T̃ (tN−1)e
−ı~Ẽ(tN−1)∆tN−1T̃ †(tN−1)T̃ (tN−2)e

−ı~Ẽ(tN−2)∆tN−1...

...T̃ †(t1)T̃ (t0)e
−ı~Ẽ(t0)∆tN−1 (7.28)

= D(σN )−1T †(tN )T (tN−1)D(σN−1)D(σN−1)
−1e−ı~E(tN−1)∆tN−1D(σN−1)...

...D(σ1)
−1T †(t1)T (t0)D(σ0)D(σ0)

−1e−ı~E(t0)∆tN−1D(σ0) (7.29)

= D(σN )T

N−1∏

i=0

T †(ti+1)T (ti)e
−ı~−1E(ti)∆tiD(σ0) (7.30)

�

7.2 Théorie de jauge sur réseaux et géométrie discrète du trans-
port adiabatique

Nous voulons à présent traduire la géométrie différentielle deM, utilisée pour décrire la théorie
de jauge adiabatique (locale), en une géométrie discrète deX. La façon de procéder consiste à utiliser
les liens entre la cohomologie de Rham, la cohomologie de Čech et la cohomologie simplicielle, donnés
par le principe de de Rham (voir annexe C). On ne considère pour l’instant que la discrétisation du
calcul différentiel, la géométrie locale du fibré adiabatique. La géométrie globale (le combinatoire
des cartes) et donc la simulation numérique de la topologie du fibré adiabatique sera examinée plus
tard.

7.2.1 Théorie de jauge sur réseaux : discrétisation de M
L’aspect géométrique du transport adiabatique est caractérisé par le fibré principal adiabatique

(P,M, G, πP ) équipé du potentiel de jauge A ∈ Ω1(M, g) et de la courbure F ∈ Ω2(M, g). La struc-
ture algébrique décrivant la géométrie locale du fibré, est l’algèbre différentielle (Ω∗(M, g),+,∧, d)
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(d désignant la différentielle extérieure de M). Pour utiliser la formule de transport adiabatique
discret, on a besoin d’une discrétisation. Soit X un ensemble de points x ∈ M, tels que pour une
constante fixée δ(X) ∈ R+∗, on a ∀y ∈M, ∃x ∈ X tel que dist(x, y) ≤ δ(X). Cette condition assure
que X est une “approximation” deM avec la précision δ(X). Le choix de δ(X), pas du réseau, est
la caractéristique principale de X, du moins, relativement au choix de la distance surM. Un choix
possible est dist(x, y) =

∑dimM
µ=1 αµ|xµ− yµ|, où αµ est une constante de conversion dépendante de

constantes fondamentales de la physique, et choisie de telle sorte que dist(x, y) soit sans dimension.
On rappelle en effet que les différentes “directions” deM correspondent à des variables de contrôle,
dont la nature physique est pour chacune différente. On qualifiera ce choix, de distance de contrôle
(que l’on notera distcontr), car elle est définie par rapport aux états du système classique de contrôle.
Un choix plus judicieux est une distance par rapport aux propriétés physiques du système quantique
contrôlé, c’est à dire la distance de Fubini- Study , distFS(x, y) = arccos(det(T †xTy) det(T †yTx)), ou

la distance cordale, distch(x, y) =
√

2

√
M − tr(T †xTyT

†
yTx). Le choix de la distance de Fubini-Study

est sans doute le plus approprié (car plus proche des propriétés quantiques du système dynamique).
Tx dans les expressions précédentes est la matrice des vecteurs propres au point x ∈ X ⊂M.
Les points de X peuvent être considérés comme des vertexes, et donc X peut être considéré
comme un complexe simpliciel. Les vertexes de X sont donc ∆0X = {x ∈ X}, les 1-simplexes
sont ∆1X = {〈x, y〉, x, y ∈ X} c’est à dire les arrêtes orientées du réseau X, les 2-simplexes ∆2X,
sont les faces orientées du réseau X, les 3-simplexes les mailles orientées, etc... X étant considéré
comme un réseau “triangulaire” (les faces sont des triangles et les mailles des tétraèdres). À tout x
de X, on associe un ouvert Ux, voisinage de x, tel que A = {Ux}x∈X constitue un atlas deM et tel
que pour tout plus proche voisin de x, y ∈ X, Uy ∩ Ux 6= ∅, et par contre pour y non plus proche
voisin de x, Uy ∩ Ux = ∅. x peut alors être considéré comme le point de base de Ux. La limite
δ(X) → 0 est alors équivalente à la limite du raffinement de l’atlas A (qui pour une trajectoire
discrétisée sur X par la partition PN , correspond à limN→∞ δ(PN ) = 0). La discrétisation de la
géométrie locale, est naturellement donnée par l’algèbre différentielle (C∗(X, g),+,∪, δ) où

Cn(X, g) = {σ ∈ g∆n+1X |∀i 6= j, σx0,...,xi,...,xj,...,xn = −σx0,...,xj,...,xi,...,xn} (7.31)

ensemble des n-cochâınes de Čech est l’équivalent discret des n-formes différentielles Ωn(M, g).
L’opérateur de cobord δ (équivalent de d) et le cup-produit ∪ (équivalent de ∧) sont donnés par

∀ω ∈ Cn(X, g), (δω)x0,...,xn+1 =

n+1∑

i=0

(−1)iωx0,...,x̂i,...,xn (7.32)

le symbole x̂i signifiant “privé de xi”,

∀ω ∈ Cp(X, g), η ∈ Cq(X, g)

(ω ∪ η)x0,...,xp+q =
1

(p+ 1)!(q + 1)!

∑

σ∈Sq+p+1

(−1)σ
[
ωxσ(0),...,xσ(p)

, ηxσ(p),...,xσ(p+q)

]
(7.33)

La discrétisation d’une forme différentielle B ∈ Ωn(M, g) est donnée par l’application de de
Rham

B̌x0,...,xn = RA(B)x0,...,xn =

∫

〈x0,...,xn〉
B (7.34)

Les équivalences entre les calculs différentiel et discret viennent du fait que ∀B ∈ Ωn(M, g) on a

(δB̌)x0,...,xn+1 =

∫

〈x0,...,xn+1〉
dB (7.35)
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c’est à dire que l’action de δ est rigoureusement égale à l’intégration sur un polytope de X, de
l’action de d. Par contre ∪ ne fait qu’approcher ∧ à la limite δ(X)→ 0 : ∀B,C ∈ Ω∗(M, g)

lim
A↓

WA(RA(B) ∪RA(C)) = A ∧B (7.36)

la limite étant la limite inductive des raffinements de l’atlas dans la topologie d’une norme L2, WA
est l’application de Whitney (cf annexe C). Notons par ailleurs, que les deux algèbres différentielles
sont liées par le fait qu’à la limite du raffinement de l’atlas, leurs groupes de cohomologie respectifs
sont isomorphes (cf. annexe C).
Le nouveau fibré principal adiabatique dans la version discrétisée est alors Y = (Y,X,G, πY ) où
Y =

⋃
x∈X π

−1
P (x) ⊂ P , et πY = πP �Y . Le potentiel de jauge discret est alors donné par

Ǎxy =

∫

〈xy〉
AµdR

µ ∈ C1(X, g) (7.37)

la courbure discrète est donnée par l’équation de structure de Cartan sur réseau

F̌ = δǍ+ Ǎ ∪ Ǎ = δǍ+
1

2
[Ǎ, Ǎ] ∈ C2(X, g) (7.38)

d’autre part2 , si δ(X) ∈ V(0), on a

F̌xyz ∼
∫

〈xyz〉
F =

∫

〈xyz〉
dA+A ∧A (7.39)

Il est important de noter que Ǎ est une fonction d’arête et que F̌ est une fonction de facette. Si
dimM = 2 et si G = U(1), Ǎxy est la circulation du potentiel magnétique le long du segment de
droite joignant x et y, et F̌xyz est le flux du champ magnétique à travers l’immersion du triangle
〈xyz〉 dans l’espace universel généralisé.
Nous avons une alternative à cette description de la théorie des champs sur réseau. Soit fx = π−1

Y (x)

la fibre au dessus de x. On peut considérer eǍxy comme une application fxy : fy → fx par

fxy : fy
χy−→ G

eǍxy−−−→ G
χ−1
x−−→ fx (7.40)

où χx est le difféomorphisme de fibre de fx et R l’action à droite de G sur lui-même induite par
la loi de groupe. fxy apparâıt donc comme le passage d’une fibre à l’autre, et donc bien comme
la donnée de la connexion discrète. fxy ∈ C1(X,G) est une cochâıne de Čech non-abélienne (cf.
annexe C). On a alors le nouvel opérateur de cobord δG, défini par ∀g ∈ Cn(X,G)

(δGg)x0,...,xn+1 = gx1,...,xn+1g
−1
x0,x2,...,xn+1

...g
(−1)i

x0,...,x̂i,...,xn
...g(−1)n+1

x0,...,xn (7.41)

les produits et les inversions étant par rapport à la structure de groupe de G. La “courbure”
c ∈ C2(X,G) est donnée par l’équation de structure de Cartan discrète :

c = δGf (7.42)

c’est à dire

cxyz = fyzf
−1
xz fxy = fyzfzxfxy (7.43)

2attention dans ces notations F̌ = δǍ+ Ǎ ∪ Ǎ 6= RA(F ) !
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cxyz est donc l’holonomie de la boucle (y, z, x, y) = ∂〈xyz〉. On peut voir que δGf correspond bien
à l’équation de Cartan sur réseau, si δ(X) ∈ V(0), on a fxy ∼ 1 + Ǎxy. Or en utilisant au second
ordre la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on a

cxyz = fyzfzxfxy (7.44)

= eǍyzeǍzxeǍxy (7.45)

= eǍyz+Ǎzx+Ǎxy+
1
2
[Ǎyz,Ǎzx]+

1
2
[Ǎyz,Ǎxy]+

1
2
[Ǎzx,Ǎxy]+... (7.46)

∼ 1 + Ǎyz + Ǎzx + Ǎxy +
1

2
[Ǎyz, Ǎzx] +

1

2
[Ǎyz , Ǎxy] +

1

2
[Ǎzx, Ǎxy] (7.47)

∼ 1 + (δǍ)xyz + (Ǎ ∪ Ǎ)xyz (7.48)

on a bien F̌xyz ∼ cxyz − 1. De manière similaire, on a l’identité de Bianchi sur réseau

δF̌ + Ǎ ∪ F̌ − F̌ ∪ Ǎ = 0 (7.49)

et l’identité de Bianchi discrète

cywxczwycxwz = fwxczxyfxw (7.50)

On notera que dans les cochâınes non-abéliennes, il n’y pas besoin de cup-produit, la non-
abélianité est contenue dans le produit de groupe (et donc aussi dans δG qui est plus l’analogue de
la différentielle covariante que de la différentielle extérieure). Notons que l’on fait moins d’approxi-
mations en définissant la connexion discrète par

fxy = Te
−

R

〈yx〉A (7.51)

c’est à dire comme le relèvement horizontal de 〈yx〉 dans le fibré P . Enfin, dans le cadre du transport
adiabatique discret, on commettra moins d’approximations encore, en posant comme définition de
la connexion discrète

fxy = T †xTy (7.52)

Rappelons que dans ce cas, la formule de transport est exacte pour un Hamiltonien en escalier, c’est
à dire pour un chemin qui est un polytope de X. La courbure discrète c−1 = δGf −1 calculée ainsi
sera une bonne approximation de la courbure adiabatique. Notons que l’on a besoin d’une précision
maximale pour calculer l’opérateur d’holonomie, qui va nous donner la fonction d’onde du système
dynamique quantique, alors que pour les champs adiabatiques, on n’a besoin que d’une information
qualitative (où se trouvent les monopôles, quelle est l’intensité du champ magnétique,...), comme
on l’a vu au chapitre 5. On n’a donc pas besoin d’une grande précision sur ce calcul. Notons enfin,
que dans le but d’étudier finement les couplages entre états de l’espace actif, on peut appliquer ce
formalisme aux sous-espaces actifs (avec T associée aux vecteurs du sous-espace actif).

À partir de ce point, fxy et Ǎxy désigneront toujours T †xTy et 1− fxy puisque ce sont les quantités
qui seront effectivement disponibles dans un programme informatique.

7.2.2 Discrétisation et transport adiabatique

Dans les conditions énoncées plus haut, la formule de transport adiabatique discrétisée est exacte
pour des variations des paramètres de contrôle, formant un polytope de X (cela même si le pas
δ(X) est très grand). Mais dans la réalité, avoir une évolution des paramètres de contrôle qui ne
soit pas continue, n’est pas le plus souvent réalisable. La condition d’un chemin de classe C∞ est
beaucoup plus physique. Dans ce cas il faut impérativement que δ(X) soit suffisamment petit. On
peut alors appliquer la méthode du réseau, qui est la suivante :
On choisit un réseau X de discrétisation de M et on calcule les matrices Tx ∀x ∈ X. Le chemin
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lisse L suivi durant la dynamique est défini comme une courbe paramétrée ~R(t) avec t ∈ [0, T ],
ce qui définit un chemin C dans M × R (graphe d’une section du fibré de base du composite
spatio-temporel). La discrétisation de C consiste en un polytope ΓN de X et une partition PN de
[0, T ] :

ΓN = (x0, x1, ..., xN ) PN = (t0, ..., tN ) (7.53)

tel que ∀i < N , xi+1 soit l’un des plus proches voisins de xi et tel que

∀i = 0, ..., N dist(~R(ti), xi) ≤ δ(X) (7.54)

δ(X) étant le pas de X et dist étant la distance choisie pour caractériser la réseau. On a alors
la formule de transport, directement applicable dans un programme numérique : ∀j ≤ N

ψ(tj) =

M∑

b=1

[
T

j−1∏

i=1

fxi+1,xie
−ı~−1E(xi)∆ti

]

b

|a, xj〉 (7.55)

La seule approximation faite, est alors le remplacement du chemin lisse C par le polytope ΓN .
On remarquera que c’est bien la connexion f qui permet de passer d’un point à l’autre par une
arête, alors que la phase dynamique est un objet apparaissant sur les nœuds. Il est très important
de noter, que ce sont les matrices de recouvrement entre plus proches voisins, fxy = T †xTy, qui
apparaissent dans la formule de transport comme pour le calcul des champs adiabatiques. Dans
un programme informatique, on peut donc se contenter de stocker fxy entre chaque couple de plus
proches voisins du réseau et pas les matrices Tx. Ceci est particulièrement important car fxy est
une matrice M ×M , avec M , taille de l’espace actif, plutôt petit. Alors que Tx est une matrice
n ×M , où n est la taille de l’espace vectoriel qui représente numériquement l’espace de Hilbert
total du système. Pour un problème moléculaire, où H est de dimension infinie, et où surtout n doit
être très grand pour avoir une bonne description, le stockage des matrices T serait une opération
extrêmement coûteuse en mémoire et en pratique impossible à réaliser.

7.3 Réseaux non-uniformes

7.3.1 Procédure numérique pour calculer un réseau 2D

On a évoqué dans l’introduction, que pour décrire les variations brutales de la fonction d’onde,
on a besoin d’un réseau non-uniforme, avec des mailles fines au voisinage des croisements et des
mailles lâches dans les régions vides. On va donner ici, un sens précis à ces considérations générales.
Les termes mailles fines ou mailles lâches se réfèrent à la distance de contrôle. On dit d’une maille
régulière ayant pour l’une de ses arêtes 〈x, y〉, qu’elle est plus fine qu’une maille régulière ayant
pour l’une de ses arêtes 〈z, t〉 si

distcontr(x, y) < distcontr(z, t) (7.56)

On considère la distance de contrôle car c’est la seule qui est disponible en début de calcul
informatique. En effet, les distances quantiques, nécessitent que l’on connaisse les vecteurs propres
(l’espace actif) en chaque point. Or avant la construction du réseau, ce n’est pas le cas. D’autre
part, on ne connâıt pas initialement la position des monopôles, par contre, une fois une cellule 〈xyz〉
créée (par créée, on entend que les matrices fxy, fyz et fzx sont connues), on peut calculer le flux
maximum des champs magnétiques par rapport à tous les espaces parallèles :

φxyz = max
a=1,...,M

|
∫

〈xyz〉
Fa| ' max

a=1,...,M
|(δǍaa)xyz| = max

a=1,...,M
|
[
Ǎyz

]
aa
−
[
Ǎxz

]
aa

+
[
Ǎxy

]
aa
| (7.57)
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(aa sont des indices matriciels, xyz sont des indices simpliciels). On peut aussi considérer d’autres
critères que φ, dépendant des éléments de matrices de cxyz, comme on le verra dans le paragraphe
suivant. Pour obtenir un réseau non-uniforme (par rapport à la distance de contrôle), on peut
procéder comme suit (on suppose dimM = 2). Premièrement on fixe δ(X) et un paramètre φm
qui sera le flux minimal sur une cellule de taille δ(X), seuil en dessus duquel, on considère que
l’influence des monopôles magnétiques n’est plus négligeable (seuil à partir duquel l’intensité des
transitions non-adiabatiques nécessite de resserrer le réseau). Pour des raisons de convenance, on
choisit un réseau à mailles rectangulaires, remarquant qu’une facette rectangulaire est un complexe
de deux facettes triangulaires (deux 2-simplexes).

i. Initialement, on construit un réseau primitif d’arêtes de tailles constantes, δ(X), au sens de la
distance de contrôle, et on considère la première cellule de ce réseau primaire.

ii. On calcule T pour les quatre vertexes de la cellule, et on en déduit la connexion discrète f pour
les quatre 1-simplexes de la cellule.

iii. On calcule le maximum sur les espaces parallèles, du champ magnétique adiabatique de la
cellule : φ.

iv. Si φ > φm alors on divise la cellule en quatre sous-cellules plus petites, sinon on passe au point
(vi).

v. On retourne au point (ii) pour chacunes des quatre sous-cellules, jusqu’à atteindre éventuelle-
ment un ordre maximum de subdivision Nm prédéterminé.

vi. On retourne au point (ii) pour la cellule suivante du réseau primitif.

Numériquement, l’aspect non-homogène de réseau crée par dichotomie, nécessite de gérer ce réseau
par des objets “point”qui, outre les coordonnées du vertexe dans la variétéM, doit être composé de
pointeurs vers les points plus proches voisins, le nombre de plus proches voisins n’étant pas constant
d’un point à l’autre. Le calcul du réseau est une longue opération, car pour chaque vertexe, on doit
diagonaliser H (pour obtenir f et E). Néanmoins, cette opération n’est réalisée qu’une seule fois,
et le résultat peut en être sauvegardé. On peut alors tester tous les chemins possibles (du moins
tous les couples (ΓN ,PN )), par la formule de transport discret, qui ne nécessite qu’un temps de
calcul infime (produit de 2N matrices M ×M). Le calcul du réseau et de la connexion discrète f ,
en utilisant le fait que la phase géométrique est indépendante du temps écoulé, est en quelque sorte
le calcul anticipé des aspects communs à toutes les dynamiques du système.
L’algorithme résultant a trois paramètres ajustables : δ(X), φm et Nm. δ(X) la longueur des arêtes
du réseau primitif, doit être suffisamment petite pour avoir une précision suffisante dans les régions
sans monopôle mais suffisamment grande pour avoir un temps de calcul le plus faible possible.
φm, la sensibilité au champ magnétique, doit être suffisamment petite pour pouvoir détecter les
champs monopôlaires impliqués dans la dynamique du système, mais suffisamment grande pour ne
pas prendre en considération les champs résiduels des régions vides. Nm, la résolution du réseau,
doit être suffisamment grande pour avoir une bonne précision dans le voisinage des monopôles,
mais suffisamment petite pour ne pas avoir de subdivisions non-nécessaires alourdissant le temps
le calcul sans apporter d’améliorations significatives à la précision des calculs. Une illustration de
la construction d’un réseau non-uniforme est donnée figure 7.1

7.3.2 Signification de la non-uniformité

On a considéré dans le paragraphe précédent, comme critère du subdivision du réseau non-
uniforme au sens de distcontr, le champ magnétique abélien maximum F̌a (associé à un seul état).
Dans un premier temps, on ne considère donc qu’un seul état a. Ainsi, le flux à travers une cellule
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Fig. 7.1 – Densité point du réseau X de discrétisation dans la variétéM, dans l’exemple de l’atome
à 3 niveaux dans l’effet STIRAP traité section 5.3. La densité de points suit l’intensité des champs
adiabatiques. La région jaune correspond à une densité de 1 point par 10−4ua2, l’orange clair à 2
points par 10−4ua2, l’orange foncé à 6 points par 10−4ua2, le rouge clair à 22 points par 10−4ua2

et enfin le rouge foncé à 80 points par 10−4ua2. L’unité arbitraire ua (avec laquelle est graduée la
figure), est une unité sans dimension.

(carrée) [xyzt] est

φ([xyzt]) = F̌a[xyzt] (7.58)

= |
[
Ǎxy

]
aa

+
[
Ǎyz

]
aa

+
[
Ǎzt
]
aa

+
[
Ǎtx
]
aa
| (7.59)

= |1− fxy,aa + 1− fyz,aa + 1− fzt,aa + 1− ftx,aa| (7.60)

On subdivise la cellule si φ([xyzt]) > φm. Un autre choix de critère possible, consiste à considérer

`ch(xyztx) =
√

2

(√
1− |fxy,aa|2 +

√
1− |fyz,aa|2 +

√
1− |fzt,aa|2 +

√
1− |ftx,aa|2

)
(7.61)

= distch(x, y) + distch(y, z) + distch(z, t) + distch(t, x) (7.62)

On subdivise la cellule si la “longueur cordale” du bord de celle-ci, `ch(xyztx), dépasse φm. Avec ce
critère, la méthode de construction du réseau non-uniforme par rapport à la distance de contrôle,
revient à construire un réseau (quasiment) uniforme par rapport à la distance quantique cordale.
Or la distance cordale est la distance induite par la métrique Euclidienne de l’espace universel
généralisé. Le critère revient donc à construire un réseau dont l’immersion dans l’espace universel
généralisé est uniforme. De même, on peut faire le choix du critère suivant

`FS(xyztx) = arccos |fxy,aa|2 + arccos |fyz,aa|2 + arccos |fzt,aa|2 + arccos |ftx,aa|2 (7.63)

= distFS(x, y) + distFS(y, z) + distFS(z, t) + distFS(t, x) (7.64)

=

∮

(xyztx)

√
ηµν γ̇µ(t)γ̇ν(t)dt (7.65)

où η est la métrique de Fubuni-Study de M (pull-back de la métrique de CPn−1), et γ est la
paramétrisation dansM du chemin fermé (xyztx) = ∂[xyzt]. Ce qui revient à construire un réseau
uniforme par rapport à la distance quantique de Fubini-Study, c’est à dire un réseau uniforme sur
la variété universelle équipée de la métrique quantique de Fubibi-Study. Dans l’image “trou noir”
des croisements, le pull-back de cette métrique surM, est la métrique “gravitationnelle”. Le réseau
avec ce critère, est donc uniforme par rapport à la courbure scalaire de l’espace (qui est elle même
associée à la 2-forme de courbure, qui dans notre modèle, n’est autre que Fa). Au final, les 3 critères
sont plus ou moins équivalents, φ est associé au champ magnétique, `ch à l’immersion de la variété de
contrôle et `FS à la courbure gravitationnelle. Mais comme on l’a vu dans les chapitres précédents,
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ces quantités sont toutes liées au même phénomène physique, les couplages non-adiabatiques et les
croisements d’états. En considérant l’aspect matriciel des champs, les trois critères sont alors

φ([xyzt]) = ‖4− fxy − fyz − fzx − fxt‖∞ (7.66)

`ch(xyztx) =
√

2

(√
M − tr(fxyfyx) +

√
M − tr(fyzfzy) +

√
M − tr(fztftz) +

√
M − tr(ftxfxt)

)

(7.67)

`FS(xyztx) = arccos |det fxy|2 + arccos |det fyz|2 + arccos |det fzt|2 + arccos |det ftx|2 (7.68)

Le critère de Fubini-Study est le plus physique et donc le mieux adapté au problème, mais
aussi le moins pratique (il faut calculer numériquement des déterminants). Mais l’usage du critère
magnétique ou du critère “distance cordale”, n’a pas de réelle incidence sur le résultat numérique
(le choix des paramètres δ(X), φm Nm est seulement plus délicat qu’avec le critère de Fubini-Study).

Dans les régions vides de M où les couplages non-adiabatiques sont négligeables, (où les états
sont suffisamment loin les uns des autres), une variation de chemin n’a que peu d’incidence sur
le résultat si l’amplitude de la variation des paramètres est faible, au sens où la longueur dans
la métrique de Fubuni-Study de la déformation est faible. N’induisant pratiquement pas de chan-
gement dans l’espace actif, une telle variation peut être gommée. Un pas de discrétisation plus
grand que l’amplitude de cette variation, est donc suffisant. Au contraire, dans les régions à forts
couplages adiabatiques, une petite variation des paramètres de contrôle (au sens de la distance de
contrôle), entrâıne un changement important dans l’espace actif. Il est donc nécessaire dans ces
régions, d’avoir un pas suffisamment petit pour bien décrire la courbe.
Nous avons basé le modèle géométrique sur l’hypothèse de l’adiabaticité entre l’espace actif et son
complémentaire. C’est à dire sur le fait qu’il n’y avait pas de transition de l’espace actif vers l’ex-
térieur. Mais ce régime n’est satisfait que jusqu’à une certaine vitesse des paramètres de contrôle
(celle-ci peut être beaucoup plus rapide que pour un régime adiabatique pur, mais est limitée tout
de même). Cette vitesse devant être lente devant le temps propre quantique, temps nécessaire à
une transition de l’espace actif vers l’extérieur. Le critère d’adiabaticité, couramment utilisé dans
la littérature, s’écrit

max
a=1,...,M ;κ=M+1,...,n

〈a, ~R(t)|dHdt |κ, ~R(t)〉
|Ea(~R(t))− Eκ(~R(t))|

< ε (7.69)

où ε est un petit paramètre positif et où {|κ, ~R〉}κ=M+1,...,n sont les vecteurs propres de H(~R)
externes à l’espace actif. Considérons F = dA+A∧A le champ adiabatique associé à tout l’espace
actif. En suivant un calcul qui a déjà été mené, on peut prouver que

Fab =

n∑

κ=M+1

〈a, ~R|∂µH|κ, ~R〉〈κ, ~R|∂νH|b, ~R〉
(Ea(~R)− Eκ(~R))(Eb(~R)− Eκ(~R))

dRµ ∧ dRν (7.70)

La condition d’adiabaticié conduit donc à :

‖Fµν‖∞
dRµ

dt

dRν

dt
< nε2 (7.71)

F mesurant l’intensité des transitions non-adiabatiques entre l’espace actif et l’extérieur, on
peut adopter cette dernière relation comme nouvelle condition d’adiabaticité. On voit alors que la

vitesse de variation des paramètres de contrôle, d
~R
dt , peut être d’autant plus grande que ‖Fµν‖∞ est
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faible. La carte du champ adiabatique total, est donc d’une grande importance, puisque on peut la
considérer comme la carte de prévision des vitesses de contrôle admissibles. Numériquement, c’est
la quantité suivante qui va donner cette information pour chaque cellule [xyzt] :

‖czxyctxz − IM‖∞ = ‖fxyfyzfztftx − IM‖∞ (7.72)

Notons que si un état externe venait à croiser un état de l’espace actif, alors ‖Fµν‖∞ →∞, et
il est impossible de passer par le point de croisement sans transiter en dehors de l’espace actif. La
formule de transport basée uniquement sur les états de l’espace actif devient alors fausse. Un tel
état, non pris en compte dans la description, mais qui vient se coupler fortement avec les états de la
description, sont appelés dans la littérature“états intrus”(intruder states). Dans notre image, un tel
croisement est associé à un trou noir simple (pas un trou de ver), donc relié à aucun espace parallèle.
Les passages par les régions actives du point de vue des états intrus devront impérativement être
évités dans les simulations numériques basées sur la formule de transport adiabatique.

7.3.3 Lebesgue vs Riemann

Dans notre approche, c’est la discrétisation de l’espace de contrôle qui est première, la discrétisa-
tion du temps en dérivant. Ce qui est l’inverse du cheminement suivi usuellement. Pour l’utilisation
numérique de la formule de transport adiabatique discrète, ceci est très important. Considérons
le fibré de base du composite, (S,R,M, πS). Une dynamique particulière est une section locale de
ce fibré, donc un élément de Γ([0, T ], S). Localement S est difféomorphe à R ×M, que l’on va
considérer pour la suite. De plus, afin de simplifier la discussion, on se limitera à dimM = 1, sans
importance pour la discussion qui va suivre. Une dynamique, se résume donc à une fonction V
de [0, T ] vers M. La voie standard vers la discrétisation, consiste à choisir une partition de [0, T ]
adaptée à V , PN = (t0, ..., tN ) et d’en déduire la discrétisation de M via V , comme sur la figure
7.2.a. Par contre, si on change la fonction V (t) en lui ajoutant une variation brutale sans changer
de partition, la discrétisation de M obtenue, n’est plus suffisante, cf figure 7.2.b. Si maintenant
la discrétisation de M est première, on obtient la partition de [0, T ] via V , figure 7.2.c, et cette
fois, si on ajoute une variation brutale sans changer la discrétisation de M, la partition de [0, T ]
va s’adapter à la nouvelle fonction V , cf. figure 7.2.

La situation est similaire au problème de l’intégration numérique d’une fonction, où on a le choix
entre une sommation de Riemann (partition de [0, T ] première) ou une sommation de Lebesgue
(discrétisation de M première). Le fait que la discrétisation de M soit première, assure que la
formule de transport discret, donne une estimation de la fonction d’onde suffisamment précise.

7.4 Simulation numérique de la topologie du fibré adiabatique

La topologie du fibré adiabatique a une grande importance pour l’analyse des propriétés phy-
siques du système dynamique quantique. La position des croisements, l’amplitude des champs ma-
gnétiques (liée à la charge des monopôles, elle-même liée à la première classe de Chern du fibré), la
manière dont est immergée la variété de contrôle dans l’espace universel généralisé, se retrouvent
dans la topologie du réseau (à travers les zones où les mailles de celui-ci se resserrent). D’autre
part, ces informations sont faciles à calculer numériquement, à travers le calcul de l’holonomie des
mailles c, qui nous donne avec une bonne approximation le champ F . Mais comme on l’a déjà vu,
la topologie globale, le combinatoire des cartes locales, joue un rôle important dans la physique du
système à travers des effets du type chirping direct. La question est de savoir quel est le statut du
système de cartes locales dans la version discrétisée, où on a déjà introduit un atlas de la variété
qui est très fin, car chaque point du réseau X constitue un point de base d’une carte de l’atlas. De
plus pour beaucoup de méthodes numériques de diagonalisation, on ne contrôle pas les conventions
des vecteurs propres qui définissent le système de cartes locales. Pour traiter de ces questions, on
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Fig. 7.2 – Discrétisation deM et partition de [0, T ], pour une fonction V à variations lentes (a et c)
et une fonction V avec une variation brutale (b et d), avec comme première étape le partitionnement
de [0, T ] (a et b) ou la discrétisation de M (c et d).

a besoin de revenir à la question de la cohomologie choisie pour modéliser l’électromagnétisme en
présence de monopôle magnétique.

7.4.1 Cohomologies et topologie du fibré monopôlaire

Nous revenons à présent au problème de la description de l’électromagnétisme en présence d’un
monopôle magnétique. On rappelle que l’on se concentre sur l’espace de configuration S2, que l’on
peut considérer comme un feuillet de R3 feuilleté par des sphères concentriques centrées sur le
monopôle. Nous avons déjà vu que l’utilisation du complexe de de Rham (Ω∗S2, d), modèle stan-
dard de l’électromagnétisme, posait des problèmes à cause des cordes de Dirac. En introduisant
A = {UN , US}, un atlas minimal de S2, nous avons vu qu’un modèle beaucoup mieux adapté au
problème des monopôles magnétiques, pouvait être déduit du double complexe de Mayer-Vietoris
(C∗(A,Ω∗S2), d, δ). d est l’opérateur du calcul différentiel et δ est l’opérateur de combinaison des
cartes locales. Nous nous proposons ici, de donner une description de l’électromagnétisme avec
un complexe simple, basé sur le principe de Mayer-Vietoris et le complexe de Čech-de Rham
(C∗D(A, S2),D) qui décrit simultanément calculs différentiels et combinaisons des cartes locales
(cf annexe C). Le complexe de Čech-de Rham, se déduit du complexe de Mayer-Vietoris de la façon
suivante :

CnD(A, S2) =

n⊕

k=0

Ck(A,Ωn−kS2) (7.73)

∀η ∈ Cp(A,ΩqS2) Dη = δη + (−1)pdη (7.74)

Avec le potentiel de jauge du monopôle magnétique, A ∈ C1
D(A, S2), on trouve un nouveau

champ

F = DA = dA+ δA = F + g−1dg (7.75)

g ∈ C1(A,Ω0S2) étant la fonction de transition du fibré monopôlaire. On a DF = 0 et donc F ∈
Z2
D(A, S2). Par le principe de Mayer-Vietoris (cf annexe C), on obtient la condition de quantification
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de Dirac sous la forme
c1 =

ı

2π
[F ]d =

ı

2π
[r(F )]D =

ı

2π
[F]D (7.76)

[·]d désignant la classe de cohomologie de de Rham, [·]D la classe de cohomologie de Čech-
de Rham, et r est la restriction de S2 à ses cartes locales. La dernière égalité dans l’expression
précédente, est obtenue en utilisant le principe du zig-zag (cf. annexe C).
Le nouveau champ F a les propriétés suivantes :

sur UN FNN = F (7.77)

sur US FSS = F (7.78)

sur UN ∩ US FNS = F + (gNS)−1dgNS = F − 2ıgdϕ (7.79)

On voit donc, que le champ F ne diffère du champ F que par l’ajout dans UN ∩US d’un champ
magnétique supplémentaire, qui dans le formalisme vectoriel s’écrit

~B =
2g

r sin θ
~eϕ (7.80)

Alors que ~F = ∗F est un champ radial dans tout R3, ~B = ∗(2gdϕ) est un champ orthoradial
qui tourne autour du monopôle et qui de plus, à la limite ε → 0 (ε est le paramètre permettant
le recouvrement des cartes), n’existe que dans le plan Oxy. ∗ est l’opérateur de Hodge de l’espace
Euclidien R3. La composante orthoradiale de F n’est pas physique, puisque dépendante du choix
de jauge (on peut faire tourner dans R3, le plan dans lequel elle existe par un changement d’atlas).
C’est en quelque sorte un dual des cordes de Dirac. Mais l’important avec ce champ, c’est qu’il
n’existe que sur les lignes, les murs ou les régions de changement de carte. On va donc se servir de
ce champ pour faire apparâıtre numériquement ces régions. De plus dans la pratique, c’est F que
l’on saura calculer et pas F .

7.4.2 Une cohomologie de Čech non-antisymétrique

On considère à nouveau, un problème de transport adiabatique de variété de contrôleM, dans
laquelle on a défini un réseau X comme explicité dans les sections précédentes. On désigne par A
l’atlas deM pour lequel les vertexes du complexe simpliciel X sont des points de base des cartes de
A. Il existe plusieurs conventions de vecteurs propres. Chaque point de X étant associé à une carte
différente, la convention peut changer d’un point à l’autre. C’est ce qui arrive avec un réseau X
calculé numériquement. La plupart des programmes de diagonalisation choisissant les conventions
plus ou moins aléatoirement, il n’y aucune raison pour que des points voisins dans X aient la même
convention. De plus cette non-mâıtrise des conventions, fait qu’il n’y a pas moyen de savoir si des
points sont ou non dans la même convention. Il est donc clair, que c’est dans une version discrète
du complexe de Čech-de Rham que l’on va travailler et pas dans une version discrète du double
complexe de Mayer-Vietoris, pour lequel il faudrait définir à l’avance le système de cartes et imposer
des conventions cohérentes à l’intérieur de chacune. Ceci nécessiterait de connâıtre à l’avance, la
topologie du fibré adiabatique, pour connâıtre le nombre minimum de cartes requises. On va donc
développer ici, une version discrète du complexe de Čech-de Rham.
Dans un premier temps, on considère un atlas A et un complexe simpliciel X, non-nécessairement
corrélés. On considère l’application de restriction

r : Ω∗M→
∏

α

Ω∗Uα = C0(A,Ω∗M) (7.81)

et l’application de de Rham associée à X (X étant considéré comme un complexe associé à un autre
altas deM)

RX : Ω∗M→ C∗AS(X,R) (7.82)
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On fait figurer explicitement par la notation “AS”, l’anti-symétrie des cochâınes de Čech. De plus,
on introduit la restriction

ρ : C∗AS(X,R)→
∏

α

C∗AS(X ∩ Uα,R) = C0(A, C∗AS(X,R)) (7.83)

et l’application locale du principe de de Rham : ∀U ∈ A

RU :
ΩqU → CqAS(X ∩ U,R)

ω 7→ ω̌ :
∆q(X ∩ U) → R

σ 7→
∫
σ ω

(7.84)

On considère également, l’application RA =
∏
αR

Uα : C0(A,Ω∗M)→ C0(A, C∗AS(X,R)).

Propriété 14. Le diagramme suivant commute

Ω∗M r−−−−→ C0(A,Ω∗M)

RX

y
yRA

C∗AS(X,R) −−−−→
ρ

C0(A, C∗AS(X,R))

Preuve :

ρ ◦RX(ω) =
∏

α

RX(ω)�X∩Uα =
∏

α

{
∆q(X ∩ Uα) 3 σ 7→

∫

σ

ω

}
(7.85)

RA ◦ r(ω) =
∏

α

{
∆q(X ∩ Uα) 3 σ 7→

∫

σ

r(ω)

}
(7.86)

mais ∀σ ⊂ Uα, on a r(ω)�σ = ω�σ. �

Soit δ• l’opérateur de cobord de Čech du complexe C∗AS(X,R) et soit δ• l’opérateur de co-
bord de Čech des complexes C∗AS(A,♣) (avec ♣ = Ω∗M ou C∗AS(X,R)). δ• est donc l’opé-
rateur de calcul différentiel discret sur les simplexes de X, et δ• est l’opérateur de combinai-
son des cartes de A. Soit D = δ• + (−1)pd l’opérateur de cobord du complexe Čech-de Rham
C∗AS(A,Ω∗M) et ∆ = δ• + (−1)pδ• l’équivalent dans le complexe C∗AS(A, C∗AS(X,R)). Il est clair
que ∆2 = 0 et donc qu’il définit une cohomologie. On désigne par H∗dM le groupe de coho-
mologie du complexe Ω∗M, Ȟ∗δ•(X,R) le groupe de cohomologie de C∗AS(X,R), H∗D(A,M) le

groupe de cohomologie de
⊕

p+q=∗C
q
AS(A,ΩpM), et enfin Ȟ∗∆(A,X) le groupe de cohomologie de⊕

p+q=∗C
q
AS(A, CpAS(X,R)).

Théorème 9. On a le diagramme commutatif suivant, où à la limite δ(X)→ 0 associée à la limite
inductive du raffinement de l’atlas associé à X, toutes les applications sont des isomorphismes.

H∗dM
r−−−−→ H∗D(A,M)

RX

y
yRA

Ȟ∗δ•(X,R)
ρ−−−−→ Ȟ∗∆(A,X)

Preuve :

On sait déjà que RX est un isomorphisme à la limite du raffinement (c’est l’isomorphisme de de
Rham), et r est un isomorphisme en cohomologie (par le principe de Mayer-Vietoris, voir annexe
C). Le principe de Mayer-Vietoris peut aisément être généralisé à ρ. En effet les démonstrations
de l’exactitude de la suite de Mayer-Vietoris, du principe du zig-zag et du principe de Mayer-
Vietoris ne sont pas dépendantes de l’algèbre différentielle particulière (Ω∗M, d), et peuvent être
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appliquées à toute algèbre différentielle, et en particulier à (C∗(X,R), δ•), voir annexe C pour ces
démonstrations. Comme on sait, de part la précédente propriété, que le diagramme commute, il
est clair que RA = ρ◦RX ◦r−1 est un isomorphisme en cohomologie à la limite du raffinement. �

Maintenant, on peut corréler l’atlas A et le complexe simpliciel X, en posant que X est l’en-
semble des points de base de A. On note Ux la carte de A ayant x ∈ X pour point de base. De
plus, on écrira désormais X pour A (puisque leurs informations sont similaires), et on va considérer
le complexe C∗AS(X,C∗AS(X,R)). Une cochâıne η ∈ C0

AS(X,C0
AS(X,R)) a donc deux indices, un

indice “bas” qui indique le point de X sur lequel elle est évaluée, et un indice “haut” correspondant
au point de base de la carte dont la convention est utilisée pour l’exprimer, ainsi ηyx est la cochâıne
au point x de X exprimée par rapport à la carte Uy. Si y n’est pas l’un des plus proches voisins de
X, ηyx = 0, sinon (x ∈ Uy ∩ Ux 6= ∅), ηyx est ηxx après changement de jauge gxy.
On introduit C∗NAS(X,R) l’ensemble des cochâınes de X non-nécessairement anti-symétriques, et
on note δ•• son opérateur de cobord défini par la formule usuelle. Soit l’application

π : CpAS(X,CqAS(X,R))→ Cp+qNAS(X,R) (7.87)

définie par

∀ω ∈ CpAS(X,CpAS(X,R)), π(ω)α0,...,αp+q = ω
α0,...,αp
αp,...,αp+q (7.88)

Propriété 15. π est une application de châıne, en d’autres termes, le diagramme suivant commute :

CnNAS(X,R)
δ••−−−−→ Cn+1

NAS(X,R)

π

x
xπ

⊕
p+q=nC

p
AS(X,CqAS(X,R))

∆−−−−→ ⊕
p+q=n+1C

p
AS(X,CqAS(X,R))

Preuve :

(δ••π(ω))α0,...,αp,β1,...,βq+1
=

p∑

i=0

(−1)iπ(ω)α0,...,α̂i,...,αp,β1,...,βq+1

+(−1)p

q+1∑

i=1

(−1)iπ(ω)α0,...,αp,β1,...,β̂i,...,βq+1
(7.89)

=

p∑

i=0

(−1)iω
α0,...,α̂i,...,αp,β1

β1,...,βq+1

+(−1)p

q+1∑

i=1

(−1)iω
α0,...,αp

αp,β1,...,β̂i,...,βq+1

(7.90)

=

p∑

i=0

(−1)iω
α0,...,α̂i,...,αp,β1

β1,...,βq+1
+ (−1)p+1ω

α0,...,αp

β1,...,βq+1

+(−1)pω
α0,...,αp

β1,...,βq+1
+ (−1)p

q+1∑

i=1

(−1)iω
α0,...,αp

αp,β1,...,β̂i,...,βq+1

(7.91)

= (δ•ω)
α0,...,αp,β1

β1,...,βq+1
+ (−1)p(δ•ω)

α0,...,αp

αp,β1,...,βq+1
(7.92)

= π(δ•ω)α0,...,αp,β1,...,βq+1
+ (−1)pπ(δ•ω)α0,...,αp,β1,...,βq+1

(7.93)

= π(∆ω)α0,...,αp,β1,...,βq+1
(7.94)

�
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Théorème 10. Le diagramme suivant commute

Ȟq
δ•

(X,R)
ρ−−−−→ Ȟq

∆(X,X)

i↘
yπ

Ȟq
δ••

(X,R)

où ρ est un isomorphisme et où π est injective, i est l’application induite en cohomologies par
l’injection canonique CqAS(X,R) ↪→ CqNAS(X,R).

Démonstration :

ρ(ω)α
x0,...,xq

=

{
ωx0,...,xp si 〈x0, ..., xq〉 ∈ st(α)

0 sinon
(7.95)

(π ◦ ρ(ω))x0,...,xq = ρ(ω)x0

x0,...,xq
= ωx0,...,xq (7.96)

car par définition 〈x0, ..., xq〉 ∈ st(x0). st(x) est l’étoile de x (cf. annexe C). Donc le dia-
gramme suivant commute

Cq
AS(X,R)

ρ−−−−→ C0(X,Cq
AS(X,R))

i↘
yπ

Cq
NAS(X,R)

On sait que π, ρ et i sont des applications de châınes, donc elles induisent des applications
en cohomologies, de plus, par le principe du zig-zag, on sait que la cohomologie de Ȟq

∆(X,X) est
obtenue par C0(X,Cq

AS(X,R)). Cela prouve la commutativité du diagramme en cohomologies.
Soit [ϕ]∆ ∈ Ȟq

∆(X,X) tel que [ϕ]∆ ∈ kerπ,

π([ϕ]∆) = [0]δ•
•

(7.97)

Soit ϕ ∈ [ϕ]∆, ∆ϕ = 0 ; par le principe du zig-zag, on peut choisir ϕ ∈ C0(X,Cq
AS(X,R)).

π([ϕ]∆) = [0]δ•
•
⇒ ∃η ∈ Cq−1

AS (X,R) π(ϕ) = δ••η (7.98)

π(ϕ) = δ••η ⇐⇒ ∀αi ϕα0

α0,...,αq
= (δ••η)α0,...,αq (7.99)

⇐⇒ ∀αi ϕα0

α0,...,αq
=

q∑

i=0

(−1)iηα0,...,α̂i,...,αq (7.100)

∆ϕ = 0 ⇐⇒ δ•ϕ+ δ•ϕ = 0 (7.101)

⇐⇒ ∀αi, βi (δ•ϕ)β0β1

α1,...,αq+1
+ (δ•ϕ)β0

α0,...,αq+1
= 0 (7.102)

⇐⇒ ϕβ1

α1,...,αq+1
− ϕβ0

α1,...,αq+1
+

q+1∑

i=0

(−1)iϕβ0

α0,...,α̂i,...,αq+1
= 0 (7.103)

⇐⇒ ϕβ1

α1,...,αq+1
+

q+1∑

i=1

(−1)iϕβ0

α0,...,α̂i,...,αq+1
= 0 (7.104)
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On considère le cas particulier où β0 = α0 :

ϕβ1

α1,...,αq+1
=

q+1∑

i=1

(−1)i+1ϕα0

α0,...,α̂i,...,αq+1
(7.105)

=

q+1∑

i=1

i−1∑

j=0

(−1)i+j+1ηα0,...,α̂j,...,α̂i,...,αq+1

+

q+1∑

i=1

q+1∑

j=i+1

(−1)i+jηα0,...,α̂i,...,α̂j,...,αq+1
(7.106)

=

q+1∑

i=1

i−1∑

j=0

(−1)i+j+1ηα0,...,α̂j,...,α̂i,...,αq+1

+

q+1∑

i=2

i−1∑

j=1

(−1)i+jηα0,...,α̂j,...,α̂i,...,αq+1
(7.107)

= ηα2,...,αq+1
+

q+1∑

i=1

(−1)i+1ηα1,...,α̂i,...,αq+1
(7.108)

=

q+1∑

i=0

(−1)i+1ηα1,...,α̂i,...,αq+1
(7.109)

= (δ•η)α1,...,αq+1
(7.110)

= ∆(i(η))β0,β1

α1,...,αq+1
(7.111)

On remarque que i(η) est indépendant du choix de β0 et de β1, donc i(η) est δ•-fermée.

ϕ = ∆i(η)⇒ [ϕ]∆ = 0 (7.112)

d’où
π([ϕ]∆) = [0]δ•

•
⇒ [ϕ]∆ = [0]∆ (7.113)

Ce qui prouve que π est injective. �

Notons que π : Ȟq
∆(X,X) → Imπ ⊂ Ȟq

δ••
(X,R) est un isomorphisme en cohomologies.

π(C0(X,CqAS(X,R))) sont les q-cochâınes de CqNAS(X,R) qui sont antisymétriques par rapport à
l’échange de leurs indices à l’exception du premier.

π est l’application qui reproduit l’effet d’une simulation numérique imposant que l’indice de
carte soit l’un des points de X où est évaluée la cochâıne. En effet, si η ∈ C0(X,C0(X,R)),
numériquement, comme on ne mâıtrise pas la convention de la carte, celle-ci sera toujours associée
au point x où on calcule η et à celui-là seulement, c’est à dire que l’on ne dispose pas de ηyx ∀x, y
, mais seulement de ηxx , c’est à dire de π(η). La propriété 15 montre que le calcul numérique avec
δ•• correspond en fait à ∆, c’est à dire à la discrétisation de D. Ainsi, le calcul du champ est en
fait δ••π(Ǎ) = π(∆Ǎ) = π(F̌). Soit [xyzt] une cellule de X. On suppose que les cartes Ux, Uy, Uz et
Ut sont toutes associées à une seule et même convention de vecteurs propres, c’est à dire que l’on
pourrait unir ces cartes en une seule. Comme il n’y a pas de changement de carte “actif” dans la
cellule (par actif on entend un changement de carte induisant un changement de convention),on a
gαβ = 1 ∀α, β = x, y, z, t, F = F et δ••π(Ǎ) = π(F̌ ). En procédant de proche en proche, on peut
unir l’ensemble des petites cartes {Ux}x∈X de manière à reconstruire un ensemble de grandes cartes
où les conventions sont homogènes. Par contre sur une cellule [xyzt] où la convention n’est pas la
même pour toutes les cartes Uα (α = x, y, z, t), c’est bien π(F̌) que l’on va obtenir, c’est à dire qu’au
champ radial normal va se superposer le champ orthoradial de la zone de changement de carte. Ce
champ va permettre de localiser les cellules où des changements de cartes apparaissent, et donc
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marquer les frontières entre les grandes cartes homogènes issues des unions, comme on peut le voir
sur la figure 7.3.

0 50 100 150 200
0

50

100

150

200

Fig. 7.3 – Le champ maxa |Faa| pour a = 1, 2, 3 dans le cas d’un atome à trois niveaux dans l’effet
STIRAP (cf. section 5.3)

Sur cette figure, on voit très clairement la composante radiale F de F, à savoir les “tâches”
elliptiques centrées sur les monopôles magnétiques, ainsi que la composante orthoradiale de F, les
grandes lignes qui partagent M en quatre zones, les quatre grandes cartes avec des conventions
homogènes. Notons, comme on peut le constater sur la figure 5.18 où on a représenté les trois
éléments diagonaux de F, que seuls deux changements de carte se retrouvent sur deux des éléments
diagonaux. Ces changements correspondent donc à une permutation d’états (dans la convention
de continuation qui suit les états), et sont donc impliqués dans des effets de type chirping direct.
Par contre la ligne qui ne se trouve que pour l’état 1, correspond à un changement de jauge du
type |1, ~R〉 ; eıϕ|1, ~R〉 et laissant les états 2 et 3 inchangés. Ce dernier changement est purement
arbitraire et n’est pas imposé par la topologie du fibré adiabatique. On voit ici un possible pro-
blème dans la méthode numérique. Il faut éviter que le programme de diagonalisation induise des
changements de jauge intempestifs, qui viendraient recouvrirM de lignes de changement de carte,
et donc de champ orthoradial. Il est fort difficile d’assurer que l’atlas des cartes homogènes soit
minimal, mais il faut au moins, qu’il ne soit pas trop grand. Des figures telles que la figure 5.18
donnent toute l’information topologique sur le fibré adiabatique.
Le théorème 10, assure que la topologie calculée numériquement, Ȟδ••(X,R), correspond bien à celle
recherchée. Par exemple en ce qui concerne la charge des monopôles, et donc la première classe de
Chern, en suivant les différents résultats introduits dans cette section, on a bien à la limite du
raffinement de A, atlas de X

c1 =
ı

2π
[F ]d =

ı

2π
[F]D =

ı

2π
[RX(F)]∆ =

ı

2π
[π ◦RX(F)]δ•• (7.114)

Dans la suite, on ne fera plus référence ni à π ni à F, mais il est sous-entendu que tous les calculs
numériques se font avec eux. La principale modification étant la composante orthoradiale qui va
faire apparâıtre les lignes de changement de carte.

En résumé

Nous avons introduit une formule discrétisée du transport adiabatique, avec une définition
autonome du potentiel de jauge adiabatique discret Ǎxy = 1 − T †xTy. La formule de transport
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discrète est exacte pour une variation en escaliers des paramètres de contrôle. Nous avons vu
comment construire un réseau de discrétisation de la variété de contrôle, non-uniforme par rapport
aux valeurs des paramètres classiques mais uniforme par rapport à la métrique quantique de M,
associée aux espaces actifs adiabatiques. Nous avons introduit la connexion discrète f et l’holonomie
discrète c, éléments fondamentaux d’une théorie de jauge sur réseaux. Enfin nous avons montré,
comment numériquement, était géré le système de cartes locales deM.



Chapitre 8

Théorie de Floquet pour l’interaction
matière-rayonnement

Le temps ne se mesure pas lui-même. Il suffit de

considérer un cercle et la chose devient apparente.

Franck Herbert - La maison des mères

Les systèmes dynamiques quantiques dont l’étude est privilégiée dans ce travail, sont des sys-
tèmes atomiques ou moléculaires en interaction avec un rayonnement électromagnétique, de type
champs lasers. Dans les exemples très simples qui ont été traités jusqu’à maintenant, une théorie
d’atome habillé à un ou deux photons, dans l’approximation d’onde tournante, était suffisante. Afin
de généraliser à tout système photodynamique quantique, on introduit dans ce chapitre, la théorie
de Floquet, qui va nous fournir la description du champ électromagnétique de contrôle pour notre
modèle.

La première section de ce chapitre est consacrée à la théorie de Floquet pour un champ constant.
La seconde introduit la théorie de Floquet (t, θ) (dite aussi théorie de Floquet adiabatique), pour
traiter des champs lasers avec modulations de fréquence et d’amplitude. La troisième section s’in-
téresse aux phases géométriques dans la théorie de Floquet.

8.1 Théorie de Floquet à champ constant

On considère un système atomique ou moléculaire, d’Hamiltonien H0, décrit sur un espace de
Hilbert H. On fait interagir un champ laser monochromatique, de fréquence ω et d’amplitude E0

sur le système quantique. L’Hamiltonien du système en interaction est alors

H(t) = H0 + µE0 sin(ωt) (8.1)

où µ est le moment dipôlaire électrique du système. Il est important de noter, que H(t) est
2π
ω -périodique. Si on procède au changement de variable θ = ωt, alors l’équation de Schrödinger du
système s’écrit

ı~ω
∂

∂θ
ψ(θ) = (H0 + µE0 sin θ)ψ(θ) (8.2)

Équation que l’on réécrit sous la forme

(H0 + µE0 sin θ − ı~ω∂θ)ψ(θ) = 0 (8.3)

181
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On considère alors l’angle temporel θ comme une variable quantique à part entière, c’est à
dire, comme l’une des coordonnées de l’espace de configuration de l’atome. En d’autres termes,
on introduit le nouvel espace de Hilbert H ⊗ L2(S1, dθ2π ), où L2(S1, dθ2π ) est l’espace de Hilbert des
fonctions du cercle de carrés sommables, décrivant le degré de liberté (nouvellement quantique) du
temps. L’équation de Schrödinger se ramène alors à un problème de valeur propre

HFψ = 0 (8.4)

où ψ ∈ H⊗L2(S1, dθ2π ) et où l’Hamiltonien de Floquet est HF = H0⊗1T +µE0⊗sin θ−1H⊗ı~ω∂θ ∈
L(H ⊗ L2(S1, dθ2π )), 1H étant l’opérateur identité de H et 1T l’opérateur identité de L2(S1, dθ2π ).

L2(S1, dθ2π ) peut être interprété comme l’espace de Hilbert du champ électromagnétique et ı~ω∂θ
comme l’Hamiltonien du champ. En effet, supposons que l’atome soit placé dans une cavité de vo-
lume V . Soit F l’espace de Fock décrivant le champ électromagnétique dans la cavité. L’Hamiltonien
du système atome + champ, dans H⊗F , est alors

H = H0 ⊗ 1F + 1H ⊗ ~ωa+a− µ⊗
√

~ω

2ε0V
ı(a− a+) (8.5)

ε0 étant la permittivité du vide et a et a+ les opérateurs annihilation et création de photons. Soit
n̄ le nombre moyen de photons dans la cavité. Les travaux de Guérin [62, 57, 56] montrent qu’à la
limite où le volume de la cavité devient infini, V ∈ V(+∞), où le nombre moyen de photons devient
infini, n̄ ∈ V(∞), mais où la densité de photons ρ = n̄

V reste constante, on a les identifications
suivantes

H⊗F ∼ H⊗ L2(S1,
dθ

2π
) (8.6)

|n〉 ∈ F ∼ eı(n−n̄)θ ∈ L2(S1,
dθ

2π
) (8.7)

a+ ∼ a+
n̄ =

√
n̄− ı∂θeıθ (8.8)

a ∼ an̄ = e−ıθ
√
n̄− ı∂θ (8.9)

N = a+a ∼ Nn̄ = n̄− ı∂θ (8.10)

a− a+ ∼ −2ı
√
n̄ sin θ (8.11)

On en déduit l’identification

H0 + ~ωa+a− µ
√

~ω

2ε0V
ı(a− a+)− ı~ωn̄ ∼ H0 − µE0 sin θ − ı~ω∂θ (8.12)

Ainsi ı∂θ est l’opérateur qui mesure le nombre relatif de photons émis ou absorbés par l’atome
dans le réservoir de photons que constitue le champ. Ainsi pour tout n ∈ Z, le n-ième coefficient
de Fourier, cn ∈ H, de ψ(θ) =

∑+∞
p=−∞ cpe

ıpθ est l’état dans lequel l’atome a émis n photons (ou
absorbé n photons pour n < 0).
On appelle les valeurs propres de HF des quasiénergies, les vecteurs propres associés sont les états
propres du système atome + champ en interaction, c’est à dire les états de l’atome habillé du
champ.

8.2 Théorie de Floquet (t, θ)

Nous présentons à présent la méthode (t, t′) pour traiter l’interaction entre un système quantique
et un champ laser pulsé, introduite par Drese et Hotlhaus [38] et par Guérin [63]. On considère
pour cela l’Hamiltonien de la forme

H(t) = H0 + µE(t) cos(ω(t)t) (8.13)
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où les modulations d’enveloppe t 7→ E(t) et de fréquence t 7→ ω(t) sont lentes devant le temps
propre quantique. On introduit également la phase temporelle

dθ(t)

dt
= ωeff (t) = ω(t) + ω̇(t)t (8.14)

θ ∈ S1. En figeant les paramètres lents, on a un système quantique en interaction avec un
champ constant, on peut donc appliquer la théorie de Floquet, avec comme nouvel Hamiltonien
R 3 t 7→ H(t) ∈ L(H⊗ L2(S1, dθ2π ))

HF (t) = H0 + µE(t) cos θ − ı~ωeff (t)∂θ (8.15)

Soit t 7→ ψ(t) ∈ H ⊗ L2(S1, dθ2π ) solution de

ı~∂tψ(t) = HF (t)ψ(t) (8.16)

Par décomposition de ψ sur la base de Fourier {eınθ}n∈Z, on obtient une fonction ψ(t, θ) =
〈θ|ψ(t)〉 pour laquelle ψ(t, ω(t)t) est solution de l’équation de Schrödinger dans H, i.e.

ı~∂tψ(t, ω(t)t) = H(t)ψ(t, ω(t)t) (8.17)

Preuve :

Soit ψ(t, θ) solution de 8.16, soit {|α〉}α une base de H et {|n〉}n∈Z la base de Fourier de
L2(S1, dθ

2π ), en décomposant sur la base {|α〉 ⊗ |n〉}α,n, on a

ψ(t, θ) =

+∞∑

α=1

+∞∑

n=−∞

cα,n(t)〈θ|n〉|α〉 (8.18)

avec cα,n ∈ C. En injectant cette expression dans 8.16, il vient :

ı~
∑

α,n

ċαn(t)〈θ|n〉|α〉 =
∑

α,n

cαn(t)〈θ|n〉H(t, θ)|α〉 − ı~ωeff(t)
∑

αn

cαn(t)〈θ|n〉′|α〉 (8.19)

où H(t, θ) = H0 + µE(t) cos(θ), on a alors

ı~
∑

αn

(ċαn(t)〈θ|n〉 + cαn(t)ωeff (t)〈θ|n〉′)|α〉 = H(t, θ)
∑

αn

cαn(t)〈θ|n〉|α〉 (8.20)

Cette dernière équation est vraie ∀t ∈ R et ∀θ ∈ S1, et donc en particulier pour θ = ω(t)t,
d’où

ı~
∑

αn

(ċαn(t)〈ω(t)t|n〉 + cαn
d

dt
〈ω(t)t|n〉)|α〉 = H(t)

∑

αn

cαn(t)〈ω(t)t|n〉|α〉 (8.21)

⇐⇒ ı~∂t

∑

αn

cαn(t)〈ω(t)t|n〉|α〉 = H(t)
∑

αn

cαn(t)〈ω(t)t|n〉|α〉 (8.22)

On en déduit que ψ(t, ω(t)t) est bien solution de 8.17. �

En introduisant ~R = (E,ωeff ) comme ensemble des variables de contrôle, il apparâıt HF (~R) =
H0 + µE cos(θ) − ı~ωeff∂θ ∈ L(H ⊗ L2(S1, dθ2π )). On peut appliquer un théorème adiabatique sur

HF (~R). Dans cette approche, on sépare le“temps lent”t, qui permet d’utiliser la théorie adiabatique,
du “temps rapide” θ, le temps des oscillations de la porteuse, qui est un obstacle à l’adiabaticité si
on le laisse couplé à t. C’est pourquoi l’on considère θ comme une variable quantique de l’espace
de configuration. Avec ı~∂θ intégré à l’Hamiltonien de Floquet, comme un opérateur de l’espace
de Hilbert, HF (~R(t)) est à tout instant t, un Hamiltonien dans un régime adiabatique. De même,
lors du calcul des vecteurs propres, pour ~R fixé, HF (~R) est un Hamiltonien de Floquet à champ
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constant.
Pour un système en interaction avec plusieurs champs lasers l’Hamiltonien devient :

H(t) = H0 +

l∑

i=1

µEi(t) cosαi(t) cos(ωi(t)t) (8.23)

où (Ei, ωi, αi) sont l’amplitude, la fréquence et l’angle de polarisation du laser i. En posant θi =
ωi(t)t, l’Hamiltonien de Floquet s’écrit :

HF (~R(t)) = H0 +
l∑

i=1

µEi(t) cosαi(t) cos θi − ı~
l∑

i=1

ωeff,i(t)
∂

∂θi
(8.24)

dans le nouvel espace de Hilbert H⊗ L2(T l, dθ1...dθl
(2π)l

).

8.3 Théorie de Floquet et phases géométriques

8.3.1 La phase de Aharonov-Anandan de Floquet à champ constant

Nous rappelons ici des résultats énoncés par Mostafazadeh [112], Moore [108, 107, 109] et
Monteoliva etal. [105]. Considérons un Hamiltonien T -périodique, et U(t, 0) l’opérateur d’évolution
associé. Dans ce cas U(t, 0) peut se décomposer de la façon suivante :

U(t, 0) = Z(t)eıMt (8.25)

où Z(t) est un opérateur T -périodique avec Z(T ) = Z(0) = 1 et M est un opérateur auto-adjoint de
spectre purement discret (non-dégénéré). On note {µn}n et {|µn〉} ses valeurs et vecteurs propres.

Théorème 11. On suppose que l’état initial est ψ(0) = |µn〉. Après une période T , le système est
dans l’état

ψ(T ) = eıχn |µn〉 (8.26)

avec χn = δn + γn, où

δn = −~
−1

∫ T

0
〈µn|U(t, 0)−1H(t)U(t, 0)|µn〉dt (8.27)

γn = ı

∫ T

0
〈µn|Z(t)†

d

dt
Z(t)|µn〉dt (8.28)

Preuve : cf. [109] �

Soit |n(t)〉 = Z(t)|µn〉, alors γn = ı
∫ T
0 〈n(t)|∂t|n(t)〉dt est l’expression de la phase de Aharonov-

Anandan associée à l’évolution cyclique. De plus on a :

Théorème 12. {− ~

T χn}n est l’ensemble des quasi-énergies et {|n(t)〉}n est l’ensemble des vecteurs
propres de Floquet.

Preuve : cf. [112] �
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8.3.2 Phases géométriques dans la théorie de Floquet (t, θ)

On considère un Hamiltonien de Floquet dépendant de l’ensemble des paramètres adiabatiques
~R ∈M

HF (~R) = H0 + µE cos θ − ı~ωeff∂θ (8.29)

dans H ⊗ L2(S1, dθ2π ). On considère de plus un ensemble de M vecteurs propres de Floquet sélec-
tionnés par un théorème adiabatique :

HF (~R)|n(θ), ~R〉 = −χn(
~R)

2π
|n(θ), ~R〉 (8.30)

Remarque sur la notation : les vecteurs propres dépendent explicitement de ~R, alors qu’ils
dépendent de θ à travers leurs décompositions sur la base de Fourier de L2(S1). L’adiabaticité par
rapport au temps lent t, nous donne l’expression de la fonction d’onde, solution de 8.16, comme le
transport adiabatique de ψ(0) = |a(θ), ~R(0)〉 :

〈θ|ψ(t)〉 =

M∑

b=1

[
Te

ı
2π

R t
0 χ(~R(t′))dt′−

R t
0 A(θ, ~R(t′))dt′

]

ba
|b(θ), ~R(t)〉 (8.31)

où χ(~R)ab = χa(~R)δab et A(θ, ~R)ab = 〈a(θ), ~R|d|b(θ), ~R〉. En utilisant les résultats précédents,
on trouve

Te
ı

2π

R t
0 χ(~R(t′))dt′−

R t
0 A(θ, ~R(t′))dt′ = Te−ı~

−1
R t
0

R 2π
0 E(θ′, ~R(t′))dθ

′

2π
dt′−

R t
0

R 2π
0 A0(θ′, ~R(t′))dθ

′

2π
dt′−

R t
0 A(θ, ~R(t′))dt′

(8.32)
où E(θ, ~R)ab = 〈a(θ), ~R|H(~R, θ)|b(θ), ~R〉 et A0(θ, ~R)ab = 〈a(θ), ~R|∂θ|b(θ), ~R〉.
On a donc, la somme d’une phase de Berry adiabatique issue de l’évolution en t, générée par
A, et d’une phase de Berry non-adiabatique (phase de Aharonov-Anandan), issue de l’évolution
périodique en θ, et générée par A0. À la limite physique θ = ω(t)t on a

ψ(t, ω(t)t) =
M∑

b=1

[
Te−ı~

−1
R t
0

R 2π
0 E(θ′, ~R(t′))dθ

′

2π
dt′−

R t
0

R 2π
0 A0(θ′, ~R(t′))dθ

′

2π
dt′−

R t
0 A(ω(t′)t′, ~R(t′))dt′

]

ba
|b(ω(t)t), t〉

(8.33)
La structure géométrique sous-tendant le système de double phase est le fibré composite

P+ → M × R → R, avec pour fibré de structure le fibré adiabatique (P,M, U(M), πP ) équipé
de la connexion Aab = 〈µa(~R)|d|µb(~R)〉, avec de plus χ∗tP équipé de la connexion χSt

∗
Aab =

〈a(ω(t)t), ~R|d|b(ω(t)t), ~R〉 où χSt est le difféomorphisme de fibre entre π−1
S (t) et M, définissant

le fibré de base (S,R,M, πS), avec de plus

χSt ∗|µn, ~R〉 = |n(ω(t)t), ~R〉 (8.34)

c’est à dire χSt ∗ = Z(ω(t)t). Le fibré transverse est (Q~R, S
1, U(M), πQ~R

) équipé du potentiel de

jauge ı~−1E(θ, ~R) dθ2π + A0(θ, ~R) dθ2π . Par l’identification θ = ω(t)t, dθ = ωeff (t)dt, on a alors le
relèvement horizontal dans le composite

Te−ı~
−1

R t
0
E(ω(t′)t′, ~R(t′))

ωeff (t′)

2π
dt′−

R t
0
A0(ω(t′)t′, ~R(t′))

ωeff (t′)

2π
dt′−

R t
0
A(ω(t′)t′, ~R(t′))dt′ (8.35)

Ce n’est pas tout à fait l’expression 8.32, car dans la formule 8.35 c’est H(θ, ~R) que nous avons
considéré alors que dans la véritable formule c’est HF (~R) qui est retenu avec une délocalisation
temporelle d’une partie de la dynamique. Ceci provient du fait que θ y est considérée comme une
variable quantique, ce qui n’est jamais le cas du temps dans le transport adiabatique usuel. La
théorie de Floquet (t, θ) a une structure qui n’est pas tout à fait celle d’un relèvement horizontal



186CHAPITRE 8. THÉORIE DE FLOQUET POUR L’INTERACTION MATIÈRE-RAYONNEMENT

dans le fibré composite (le double temps fait en sorte qu’une dynamique n’est pas une courbe mais
la surface délimitée par les cercles S1 (associés à θ), en t = 0 et t = T ) sur le cylindre S1 × R .
On peut néanmoins relier les deux expressions par un raisonnement non-rigoureux. Soit N ∈ N, le
nombre d’oscillations de la porteuse du champ entre 0 et T . Par hypothèse de séparation des temps
lents et des temps rapides, ce nombre d’oscillations est très grand, N ∈ V(+∞). En supposant
que les modulations de fréquences ω(t) ne s’éloignent pas trop de la fréquence moyenne ω̄ = 2πN ,
on peut réaliser l’approximation ω(t) ' ω̄. Soit f(θ, t) une fonction 2π-périodique par rapport à θ
(f = E ou A0). On a alors

∫ T

0
f(ω(t)t, t)ωeff (t)dt '

∫ t

0
f(2πNt, t)2πNdt (8.36)

'
N−1∑

i=0

∫ 2π

0
f(θ,

i

N
+

θ

2πN
)dθ (8.37)

'
∫ T

0

∫ 2π

0
f(θ, t)dθdt (8.38)

On retrouve donc l’expression trouvée dans le cadre de la théorie de Floquet (t, θ), néanmoins
une étude plus rigoureuse de la structure géométrique de la théorie de Floquet (t, θ) serait nécessaire.

Remarque sur l’étiquetage des vecteurs propres de Floquet : supposons qu’à t = 0 le champ est
éteint, c’est à dire que E = 0. On a alors

HF (0) = H0 − ı~ωeff (0)∂θ (8.39)

Le spectre de quasi-énergie est donc Sp(HF (0)) = Sp(H0) + Z~ωeff (0) et les vecteurs propres

sont de la forme |a(θ), ~R(0)〉 = |α〉eınθ , |α〉 étant un vecteur propre de H0. Les labels a des vecteurs
propres peuvent être remplacés par un double label (α, n) faisant référence à l’état moléculaire libre
et au bloc Floquet. Ceci peut être généralisé à l’ensemble de l’espace de contrôle par “continuité”
mais est purement conventionnel (et ne respecte pas en général la convention d’ordre énergétique).
Si des croisements apparaissent à champ nul, ceci induit des lignes de changement de carte et des
effets de type chirping direct, avec une analyse tout à fait similaire à celle menée section 5.1. De
plus, on peut choisir comme condition initiale un état de label (α, 0) correspondant à l’atome non-
excité, le bloc Floquet n = 0 correspondant à l’atome habillé d’aucun photon (ni émis ni absorbé).
Remarquons toutefois que ce choix qui centre l’état initial sur l’état énergétique n = 0 introduit
implicitement une délocalistion dans le temps, qui produit dans le cas présent une phase moyennée
sur [0, 2π] entre le système moléculaire et la perturbation du champ.
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Conclusion de la partie 1

Nous avons développé un modèle décrivant les systèmes photodynamiques quantiques à l’aide
de la théorie des fibrés principaux, de leurs connexions et des théories de jauge associées. Le rayon-
nement étant modélisé par la théorie de Floquet (t, θ), qui permet de passer le temps rapide des
oscillations de la porteuse dans les variables quantiques de l’espace de configuration de l’atome ou
de la molécule, la dépendance temporelle se fait à travers les paramètres classiques lents du rayon-
nement (modulations d’amplitude, de fréquence, de polarisation,...). Ces paramètres apparaissent
comme des variables de contrôle du système dynamique quantique, puisqu’ils décrivent un envi-
ronnement du système habillé par le champ, que l’expérimentateur peut faire évoluer à sa guise.
L’espace-temps du contrôle M× R, où M est la variété engendrée par toutes les configurations
possibles des paramètres de contrôle, est l’espace de base des fibrés décrivant le système dynamique.
L’évolution des paramètres de contrôle étant lente, on peut appliquer un théorème adiabatique qui
nous permet de nous restreindre à un espace actif engendré par M vecteurs propres instantanés de
l’Hamiltonien de Floquet. Soit G le groupe de symétrie de cet espace actif, G = U(M) si le système
est conservatif ou GL(M,C) s’il est dissipatif. Les transformations du système dynamique sont alors
décrites par les sections du fibré principal (P+,M×R, G, π++), dont les fonctions de transition sont
données par les matrices de recouvrement des vecteurs propres exprimés dans chacune des cartes de
la transition. Ce fibré est équipé d’une connexion de potentiel de jauge A+ = ı~−1Edt+A. La trans-
formation du système dynamique quantique sous l’influence d’un changement de son environnement
t 7→ ~R(t), est donnée par le relèvement horizontal de la courbe t 7→ (~R(t), t) dans P+, l’opérateur

d’holonomie Te−ı~
−1

R t
0
E(~R(t′))dt′−

R t
0
Aµ(~R(t′))Ṙµ(t′)dt′ . Les états du système et les observables sont

donnés par les sections des fibrés vectoriels associés (E+,M×R,CM , πE+) et (V +,M×R, g, πV +).
La théorie de jauge adiabatique permet une analogie avec la théorie des champs.M×R apparaissant
comme l’analogue de l’espace-temps, le système dynamique est similaire à une particule virtuelle
astreinte à se déplacer sur la ligne d’Univers t 7→ (~R(t), t), dans un espace-temps où règne un champ
de Yang-Mills F = dA+A ∧A. Dans la terminologie de la théorie des champs, la théorie de jauge
est une théorie de“grande unification”(qui est ici virtuelle car dans un espace-temps non-physique),
car on y retrouve toutes les interactions fondamentales. En effet, un croisement simple de valeurs
propres apparâıt comme un monopôle magnétique, la matrice extraite de A+ associée aux deux
états se croisant, apparâıt alors comme un potentiel électrofaible. De même, un croisement de trois
valeurs propres apparâıt comme un monopôle coloré, et la matrice 3× 3 extraite de A+ qui lui est
associée est similaire à un potentiel de jauge chromodynamique.
Pour un système dynamique où l’on n’applique pas l’hypothèse adiabatique, mais pour lequel on
dispose d’un espace actif se déformant avec le temps, on obtient une description fibré similaire au
cas adiabatique. L’espace de base est alors la variété des projecteurs sur des sous-espaces vectoriels
de dimension M , c’est à dire une Grassmanienne complexe. L’espace total du fibré principal est
alors une variété de Stiefel (compacte ou non suivant que le système est ou non conservatif). La
Grassmanienne complexe est une variété Kählerienne équipée d’une métrique naturelle compatible
avec la théorie de jauge. Cette métrique mesure la distance quantique entre espaces actifs. Deux
espaces actifs sont aux antipodes de la variété s’ils sont incompatibles au sens probabiliste, i.e. s’il
existe un état du premier espace tel que soit nulle la probabilité de ne pas pouvoir différentier les
mesures expérimentales du système dans cet état, de mesures effectuées sur un système dans un
état du deuxième espace.
Les deux descriptions géométriques sont liées par le théorème de classification universelle des fi-
brés principaux. La Grassmanienne complexe étant la variété universelle classifiante pour les fibrés
U(M)-principaux, il existe une application de M vers cette variété tel que le fibré induit sur M
par cette application soit le fibré adiabatique. Le pull-back de la métrique quantique de la Grass-
manienne par cette application, nous fournit la métrique de M associée aux propriétés physiques
du système contrôlé, sachant que plus la distance parcourue dansM est grande (au sens de la mé-
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trique quantique), plus l’évolution de l’environnement a de l’influence sur le système. Ce fait nous
a conduit à proposer une méthode numérique de simulation des systèmes dynamiques quantiques,
fondée sur un réseau de discrétisation de M, non-uniforme au sens de la métrique Euclidienne
de M, mais uniforme au sens de la métrique quantique. Cette même métrique nous fournit une
analogie avec la relativité générale, dans laquelle les croisements apparaissent comme des trous de
ver permettant de passer d’un état à l’autre.
La topologie du fibré adiabatique (position et charge des monopôles, système des cartes locales)
est reliée aux propriétés physiques du système dynamique. Les cartes des champs adiabatiques
devraient permettre d’aider à trouver des trajectoires résolvant des problèmes de contrôle. Mais
notons que dans les régions à forts couplages non-adiabatiques, les oscillations de Rabi induites par
les phases dynamiques sont difficilement contrôlables. Il est donc nécessaire en pratique, de tester
plusieurs trajectoires (avec plusieurs vitesses) afin de trouver la mieux adaptée. C’est pour cela
qu’il est préférable que la part importante du transport, nécessitant un long temps de calcul, soit
faite une fois pour toutes.
Un résumé schématique de la partie 1 est donné figure 8.1.

À ce stade, il reste un certain nombre de problèmes pratiques. Comment trouver la base de
l’espace actif se déformant ? Dans le cas adiabatique, il faut une méthode de diagonalisation de
la matrice Hamiltonienne et surtout une méthode qui permette de sélectionner parmi les vecteurs
propres ceux qui vont entrer dans l’espace adiabatique. De plus, il serait bon d’avoir à disposition
une méthode qui permette d’estimer le degré d’adiabaticité d’un système dynamique en fonction de
l’espace actif (c’est l’adiabaticité entre l’espace actif et l’extérieur qui nous intéresse). La théorie des
opérateurs d’onde va nous fournir des réponses à ces questions. C’est l’objet de la seconde partie,
qui de plus, étudie la compatibilité et les liens entre cette théorie et la théorie de jauge adiabatique.
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Fig. 8.1 – Résumé schématique de la structure développée au cours de la partie 1. Les modèles
sont représentés par des sphères et les notions liant les modèles par des encarts. Les numéros de
chapitres auxquels se réfèrent les modèles sont indiqués dans les bulles.
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Théories adiabatique et géométrique
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Introduction

Pour appliquer les formules de transport adiabatique, nous avons besoin des vecteurs propres
instantanés de l’Hamiltonien (de Floquet) dépendant du temps. Pour les problèmes moléculaires,
l’espace vectoriel représentant H dans les simulations numériques, est en général de très grande
dimension. Il est en effet nécessaire de représenter des continua, ce qui nécessite une base de grande
dimension. De plus en champs intenses, des processus multi-photoniques doivent être pris en compte,
ce qui oblige à considérer beaucoup de blocs Floquet de L2(S1). La matrice représentant l’Hamil-
tonien est en conséquence très grande. Il est donc nécessaire d’avoir à sa disposition une méthode
de diagonalisation efficace pour les grandes matrices. Si on désire tracer les lignes de changement
de carte, afin de prédire des effets de type chirping direct, certaines contraintes s’imposent à la
méthode de diagonalisation. Celle-ci doit respecter une certaine continuité d’un point à l’autre
de X (le réseau de discrétisation de M), afin que les conventions des vecteurs propres restent
homogènes sur de grandes zones de M. Ainsi les cartes locales homogènes sont les plus grandes
possibles, afin de générer le plus petit atlas possible et limiter le nombre de lignes de changement
de cartes. Il s’agit donc d’éviter des changements intempestifs de conventions, qui rempliraientM
de lignes de changement de carte, la plupart inutiles, et qui rendraient impossible l’analyse de ces
lignes à des fins prédictives. Inversement, il faut que la “rupture” des conventions soit possible. Si
la méthode numérique force les conventions des vecteurs propres à rester inchangées, aucune ligne
de changement de carte n’apparâıtra sur M et la convention initiale sera appliquée sur toute la
variété. Dans ce cas, suivant la méthode de diagonalisation, il y a deux possibilités pour les points
appartenant à la corde de Dirac associée à l’unique convention imposée par le programme. Soit
le programme de diagonalisation ne converge pas sur ces points, car il tente de leur imposer une
convention impossible à appliquer, soit il change la convention uniquement pour ces points. C’est
donc une corde de Dirac que ferait apparâıtre une telle méthode et non les lignes de changement
de carte (en fait dans le deuxième cas, la ligne de changement de carte se superpose à la corde
de Dirac). Les deux conditions, continuité et rupture, sont antagonistes, et rendent le choix de la
méthode de diagonalisation délicat.

On distingue ici, deux types de méthodes de diagonalisation :

Type 1. Les méthodes directes qui calculent vecteurs et valeurs propres, avec comme seule en-
trée, la matrice Hamiltonienne. Le calcul des vecteurs propres ne dépend alors que du point
x ∈ X où le calcul est effectué, et absolument pas des points proches voisins dans X. Ces
méthodes n’ont donc rien dans leurs principes qui assure la continuité des conventions.

Type 2. Les méthodes récursives, qui calculent vecteurs et valeurs propres par une formule de
récurrence, qui ont donc deux entrées, la matrice Hamiltonienne et des vecteurs d’initialisation
de la récurrence. De telles méthodes peuvent assurer la continuité en prenant comme vecteurs
d’initialisation, les vecteurs propres déjà connus d’un point proche voisin sur le réseau.

Il est clair que c’est plutôt une méthode de type 2. qui va nous intéresser. On va propager d’un point
à l’autre du réseau les vecteurs propres, en prenant en chaque point comme vecteurs d’initialisation,
les vecteurs propres qui viennent d’être calculés au point précédent. Pour initialiser la propagation,
il faut au moins un point de X où soient déjà connus les vecteurs propres (ou à défaut des vecteurs
d’essais satisfaisants). Dans les problèmes de photodynamique de tels vecteurs d’essais existent tou-
jours, ce sont les points correspondants au champ nul, où les vecteurs propres sont les produits des
états propres de la molécule isolée par les états de Fourier (c’est la base qui représente l’espace de
Hilbert). On supposera ici que les vecteurs propres du problème stationnaire de la molécule isolée
(sans interactions) sont connus, leur calcul ne fait donc pas l’objet de cette thèse.
La validité de la méthode va dépendre du degré de dépendance de la récurrence aux vecteurs ini-
tiaux. Si l’algorithme est peu sensible aux vecteurs initiaux, la continuité peut ne pas être assurée,
inversement, une sensibilité trop grande, risque d’imposer la convention initiale à toute la variété.
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Notons que des méthodes de type 1. peuvent pour certains problèmes engendrer une continuité
bien que rien dans leur algorithme ne l’impose. Dans la section 5.3 on a traité le cas d’un atome
à 3 niveaux en STIRAP, avec une méthode de type 1. ; on a obtenu un système de cartes, certes
pas minimum, mais tout de même très bon. À l’inverse, pour le même système et avec la même
méthode de diagonalisation mais en changeant la valeur du detuning, on a obtenu “un nœud” très
dense de lignes de changement de carte inutiles.
Même après diagonalisation, il reste le problème de sélection de l’espace actif adiabatique. Parmi
tous les vecteurs propres, quels sont ceux qui vont entrer dans l’espace actif ? Si on utilise une
méthode de type 2. la propagation assurera que c’est bien le même espace propre d’un point à
l’autre de la grille, mais il n’en subsiste toujours pas moins le problème de la sélection de l’espace
actif sur le point initial de la propagation.

Pour un système où ne s’applique pas l’hypothèse adiabatique, le problème revient à trouver
une base de l’espace actif se déformant d’un point à l’autre de X. On a donc à nouveau le problème
de sélection de l’espace actif, mais aussi celui de continuité, car il est préférable que les vecteurs de
base dépendant de la position surM, soient continus et même différentiables. De plus il serait bon
de disposer d’une méthode mixte, qui dans la propagation de la base de l’espace actif sur X, calcule
une base de vecteurs propres pour la majorité des points (déterminant par la même les phases de
Berry-Simon) mais qui puisse, pour les points où se pose un problème de non-adiabaticité du par
exemple à un état intrus, calculer une base de l’espace actif se déformant, non-engendrée par de
vecteurs propres, et accéder ainsi aux phases de Aharonov-Anandan. Cette souplesse permettrait
de corriger d’éventuelles erreurs à l’adiabaticité par rapport à un espace actif engendré par des
états propres sélectionnés par un théorème adiabatique. Le terme d”’adiabaticité” est utilisé ici au
sens fort et la modification de base corrigeant les erreurs à l’adiabaticité correspondrait en fait à
passer à un régime adiabatique au sens faible. Remarquons enfin que les états intrus évoqués posent
le problème de la dimension de l’espace actif, dimension qui est l’un des paramètres ajustables de
notre programme. Le temps de calcul et le stockage mémoire ne permettent pas de prendre une
dimension trop grande, mais à l’opposé, une dimension trop petite fournira un espace actif mal isolé
et générera beaucoup d’états intrus et d’erreurs. Il serait donc souhaitable que cette méthode qui
permette les corrections à l’adiabaticité au sens fort, puisse également estimer a priori l’adiabaticité
du système en fonction de la taille de l’espace actif.

La théorie des opérateurs d’onde fournit des réponses à ces différents problèmes. Le premier
chapitre de cette partie est un rappel de cette théorie. Dans le second, nous introduisons un théorème
adiabatique des opérateurs d’onde temporel. Ces deux premiers chapitres montrent que l’on peut
utiliser la méthode des opérateurs d’onde pour résoudre le problème du calcul des vecteurs propres
(avec continuité). Nous y analysons le rapport entre les phases géométriques et les opérateurs d’onde
et nous y développons de plus une méthode d’analyse de l’adiabaticité. Dans le chapitre suivant,
nous nous intéressons à la construction d’un réseau d’espaces actifs se déformant sur M, non-
adiabatique au sens fort, à l’aide de la théorie des opérateurs d’onde. Enfin cette partie se termine
par une digression en introduisant la méthode numérique CATM (Constrained Adiabatic Trajectory
Method) qui adopte un point de vue très différent en forçant artificiellement l’adiabaticité au sens
faible d’un système.



Chapitre 9

Théorie des opérateurs d’onde

Le concept d’opérateur d’onde est apparu en physique pour la première fois, pour traiter des
problèmes de diffusion quantique. Pour un système quantique d’Hamiltonien H0 sur lequel agit à
t = 0 un centre diffuseur, on définit les opérateurs d’onde de Møller par

Ω± = s– lim
t→∓∞

e−ı~
−1Hteı~

−1H0t (9.1)

si les limites existent. H est l’Hamiltonien du système modifié par la diffusion. Ω+ compare
donc les dynamiques asymptotiques du système : la dynamique libre du système engendrée par H0,
d’un passé lointain avant diffusion vers t = 0 ; et la dynamique en cours de diffusion, engendrée
par H, de t = 0 vers le futur. La dynamique de diffusion du système est alors gouvernée par un
opérateur, appelé opérateur de diffusion (ou matrice S), défini par

S = Ω−
†
Ω+ (9.2)

S a pour objet d’amener le système du passé lointain avant diffusion, où sa dynamique est
libre, à la dynamique modifiée par la diffusion, et enfin vers un futur lointain après diffusion, où la
dynamique du système est à nouveau libre. Le formalisme de la matrice S et des opérateurs d’onde
de Møller est d’usage courant en physique quantique, notamment en physique des particules, pour
toutes les situations modélisables par une diffusion.
L’idée essentielle de la théorie des opérateurs d’onde de Møller, est la comparaison entre la dy-
namique simple sans interactions, gouvernée par H0, et la dynamique complexe du système sur
le centre diffuseur, gouvernée par H. Cette idée peut être étendue à des situations autres que les
processus de diffusion. Les travaux de Bloch, Ôkubo et des Cloizeaux, ont généralisé cette idée aux
problèmes stationnaires, où dans la recherche des états propres, on compare les états propres de
l’Hamiltonien réel à ceux d’un Hamiltonien plus simple, dit effectif, à l’aide d’un opérateur d’onde
stationnaire, lié à des techniques dites de partitionnement. Enfin pour des systèmes gouvernés par
un Hamiltonien dépendant du temps, on peut définir un opérateur d’onde temporel, qui compare
la dynamique réelle du système à une dynamique effective plus simple. De nombreux travaux sur
les opérateurs d’onde de Bloch (stationnaires) et temporels ont été menés par différents auteurs,
principalement par Jolicard et Killingbeck [76, 78, 77, 75] et par Durand et Paidarová [39, 40, 121].
Un exposé complet sur le formalisme des opérateurs d’onde de Møller et de la matrice S, peut être
trouvé dans l’ouvrage de Reed et Simon [125], sur les opérateurs d’onde stationnaires (de Bloch)
et les techniques de partitionnement dans l’article revue de Killingbeck et Jolicard [85], et sur les
opérateurs d’onde temporels et leurs liens avec la théorie de Floquet dans l’article revue de Jolicard
et Killingbeck [79]. Dans ce chapitre, nous nous contenterons de donner les idées essentielles de
cette théorie qui sont nécessaires pour la suite.
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9.1 L’opérateur d’onde de Bloch

Soit un système quantique stationnaire d’Hamiltonien H dans un espace de Hilbert H. Nous
nous intéressons aux états propres du système qui se trouvent dans un sous-espace vectoriel de
dimension finie M de H, noté S et appelé espace cible :

Hψ = λψ ψ ∈ S ⇐⇒ Pψ = ψ (9.3)

P étant le projecteur orthogonal sur S. L’espace cible est fixé par le problème physique que
l’on considère. Nous introduisons un autre sous-espace de H, de même dimension que S, appelé
espace actif S0 tel que distFS(S0, S) < π

2 . S0 est convenablement choisi pour que l’on puisse définir
un Hamiltonien effectif, Heff ∈ L(S0), qui représente le système quantique restreint à S0 et pour
lequel le problème aux valeurs propres soit plus simple à résoudre :

Heffψ0 = λψ0 ψ0 = P0ψ (9.4)

L’opérateur d’onde de Bloch permet, à partir du vecteur propre effectif, de retrouver le vecteur
propre vrai :

Ω :
S0 → S
ψ0 7→ ψ

(9.5)

L’Hamiltonien effectif est alors défini par Heff = P0HΩ et l’opérateur d’onde de Bloch par

Ω = P (P0PP0)
−1 (9.6)

où (P0PP0)
−1 n’est pas l’inverse de l’opérateur P0PP0 (qui d’ailleurs n’est pas inversible), mais

le calcul fonctionnel de l’opérateur par la fonction x 7→ 1
x , c’est à dire que A−1 =

∫
Sp(A)\{0}

1
λdPλ

(dPλ étant la mesure spectrale de A). On a donc Dom (P0PP0)
−1 = S0 (matriciellement (P0PP0)

−1

est l’inverse de la matrice extraite de la représentante de P sur le bloc correspondant à S0). La
condition distFS(P0, P ) < π

2 assure que (P0PP0)
−1 existe. Si l’espace actif et l’espace cible se

trouvent aux antipodes de GM (C∞), il n’est pas possible de retrouver le système gouverné par H à
partir de celui gouverné par Heff (ce qui est parfaitement logique puisque ces systèmes sont alors
quantiquement incompatibles). L’opérateur d’onde de Bloch est gouverné par une équation aux
valeurs propres généralisée, appelée équation de Bloch :

HΩ = ΩHΩ = ΩHeff (9.7)

où les inconnues sont l’opérateur d’onde Ω (équivalent aux vecteurs propres dans un équation
aux valeurs propres simple) et l’Hamiltonien effectif Heff (équivalent aux valeurs propres).
Il est important de remarquer que ψ0 = P0ψ n’est pas normé et que Heff n’est pas auto-adjoint
même si H l’est. Si on désire une théorie effective qui conserve l’auto-adjonction, on peut utiliser à
la place de l’Hamiltonien effectif de Bloch, celui de des Cloizeaux défini comme une renormalisation
de Heff

Heff,dC = (Ω†Ω)−1/2Ω†HΩ(Ω†Ω)−1/2 (9.8)

Pour l’analyse locale des monopôles magnétiques, telle qu’explicitée dans les sections 4.5 à 4.7,
on peut utiliser cet Hamiltonien effectif. Ainsi au voisinage d’un croisement en ~R0 impliquant N
valeurs propres, la valeur au point ~R dans le voisinage de ~R0, de l’immersion deM, sera donnée par
les composantes de la matrice N ×N , Heff,dC où P0 est le projecteur sur l’espace actif adiabatique
au point ~R0 et P le projecteur au point ~R.
Enfin il est d’usage de décomposer l’opérateur d’onde de Bloch sous la forme Ω = P0 +X où X =
Q0P (P0PP0)

−1 (Q0 étant le projecteur sur le supplémentaire orthogonal de S0, S
⊥
0 ). L’opérateur

d’onde réduit X est l’opérateur qui corrige l’approximation effective.
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9.2 L’opérateur d’onde temporel

Nous considérons un système dynamique quantique d’Hamiltonien t 7→ H(t), sur un espace de
Hilbert H. L’idée de la théorie des opérateurs d’onde temporels est de considérer un sous-espace
actif S0 de H, dans lequel on peut définir une dynamique effective, qui est facilement intégrable,
et qui contient l’essentiel des informations sur la dynamique réelle du système. L’opérateur d’onde
temporel compare les dynamiques réelles et effectives, et permet de retrouver la fonction d’onde
vraie à partir d’une fonction d’onde effective :

∀t Ω(t) :
S0 → H

ψ0(t) 7→ ψ(t)
(9.9)

où t 7→ ψ(t) est solution de l’équation de Schrödinger

ı~∂tψ(t) = H(t)ψ(t) (9.10)

et t 7→ ψ0(t) est solution d’une équation de Schrödinger effective

ı~∂tψ0(t) = Heff (t)ψ0(t) (9.11)

l’Hamiltonien effectif est défini parHeff (t) = P0H(t)Ω(t) ∈ L(S0). L’opérateur d’onde temporel
est défini par

Ω(t) = U(t, 0)(P0U(t, 0)P0)
−1 (9.12)

où U(t, 0) est l’opérateur d’évolution engendré par H(t), le symbole −1 désignant toujours le
calcul fonctionnel. Ω(t) existe si et seulement si distFS(S0, S(t)) < π

2 où S(t) = U(t, 0)S0. On
notera l’analogie avec l’opérateur d’onde de Bloch, puisque Ω(t) = P (t)(P0P (t)P0)

−1 (P (t) étant
le projecteur orthogonal sur U(t, 0)S0), mais aussi avec celui de Møller que l’on peut écrire Ω+ =
s–limt→+∞ U(t, 0)U0(t, 0)

−1. L’opérateur d’onde temporel est solution de l’équation différentielle

(H(t)− ı~∂t)Ω(t) = Ω(t)(H(t)− ı~∂t)Ω(t) (9.13)

Si le problème traité est celui d’une interaction moléculaire avec un champ constant, la théorie de
Floquet peut être utilisée en considérant l’espace de Hilbert H⊗L2(S1, dθ2π ). L’équation précédente
peut alors se réécrire en introduisant HF = H(θ)− ı~ω∂θ

HFΩ(θ) = Ω(θ)HFΩ(θ) (9.14)

qui est l’équation de Bloch, avec pour espace actif S0 ⊗ L2(S1, dθ2π ).
La décomposition de l’opérateur d’onde temporel sous la forme Ω(t) = P0 + X(t) avec X(t) =
Q0U(t, 0)P0(P0U(t, 0)P0)

−1 conduit à l’équation

ı~
dX(t)

dt
= Q0(1−X(t))H(t)(1 +X(t))P0 (9.15)

9.3 Intégration de l’équation de Bloch

La théorie des opérateurs d’onde de Bloch va nous permettre de calculer les vecteurs propres
de Floquet dans les problèmes de transport adiabatique discrétisé. Rappelons qu’en chaque point
du réseau, c’est un problème d’interaction molécule - champ stationnaire, traité par la théorie de
Floquet, qui est considéré. Comme nous l’avons vu chapitre 8, la théorie de Floquet permet de
traiter ce problème dynamique comme un problème stationnaire. La compatibilité de la théorie des
opérateurs d’onde avec cette méthode est en effet assurée par le fait que l’opérateur temporel est,
dans la théorie de Floquet, un opérateur de Bloch. On a donc besoin d’une méthode d’intégration
de l’équation de Bloch. Nous retiendrons ici la méthode “Recursive Distorded Wave Approximation”
(RDWA) :
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Proposition 9. Considérons un système quantique d’Hamiltonien H dans H. Soit S0 un espace
actif de dimension M de projecteur P0, et X ∈ L(S0, S

⊥
0 ) et Heff ∈ L(H) l’opérateur d’onde et

l’Hamiltonien effectif (supposé inversible), solutions de l’équation de Bloch. Soit B⊥ = (|f〉)f une
base hermitienne de S⊥0 . On considère la suite (Xn) ∈ L(S0, S

⊥
0 )N définie par ∀|f〉 ∈ B⊥

X0 = 0 (9.16)

∀n ∈ N
∗ 〈f |Xn+1 = 〈f |

(
HP0 + (H −Htest)Xn

)
Vn(Dn − Etestf IM)−1V −1

n (9.17)

où Htest est un opérateur quelconque de L(S⊥0 ), diagonal dans B⊥, Etestf est la valeur propre de Htest

pour |f〉 telle que la résolvante effective Reff (z) = (Heff − zP0)
−1 soit définie en z = Etestf . Dn est

la matrice diagonale de Heff
n = P0H(1 +Xn) et Vn ∈ L(CM , S0) est l’opérateur de diagonalisation

de Heff
n . On a alors

lim
n→+∞

〈f |Xn = 〈f |X ; lim
n→+∞

Heff
n = Heff (9.18)

Démonstration :

HΩ = ΩHeff ⇐⇒ H(P0 +X) = (P0 +X)Heff (9.19)

En projetant cette équation sur S⊥
0 on a

Q0HX −XHeff = −Q0HP0 (9.20)

Soit Htest ∈ L(S⊥
0 ) diagonale dans B⊥ avec Htest|f〉 = Etest

f |f〉. On a alors

Q0(H −Htest)X +HtestX −XHeff = −Q0HP0 (9.21)

d’où

Q0(H −Htest)X(Heff )−1 +HtestX(Heff)−1 −X = −Q0HP0(H
eff )−1 (9.22)

⇐⇒ X −HtestX(Heff )−1 = (Q0HP0 +Q0(H −Htest)X)(Heff )−1 (9.23)

On projette cette équation sur |f〉 ∈ B⊥

〈f |X(P0 − Etest
f (Heff )−1) = 〈f |(HP0 + (H −Htest)X)(Heff )−1 (9.24)

comme Heff (Heff )−1 = P0, on a

〈f |X(Heff − Etest
f P0)(H

eff )−1 = 〈f |(HP0 + (H −Htest)X)(Heff )−1 (9.25)

d’où en multipliant à droite par Heff

〈f |X(Heff − Etest
f P0) = 〈f |(HP0 + (H −Htest)X) (9.26)

Si Etest
f n’est pas une valeur propre de Heff alors Etest

f est dans le domaine résolvant de Heff ,

c’est à dire que la résolvante Reff (z) = (Heff − zP0)
−1 est définie en Etest

f , d’où

〈f |X = 〈f |(HP0 + (H −Htest)X)(Heff − Etest
f P0)

−1 (9.27)

On a alors une équation du type 〈f |X = 〈f |F (X), par le théorème du point fixe, on cherche la
solution comme la limite de la suite 〈f |Xn+1 = 〈f |F (Xn) :

〈f |Xn+1 = 〈f |(HP0 + (H −Htest)Xn)(Heff
n − Etest

f P0)
−1 (9.28)

Soit Vn : CM → S0 diagonalisant Heff
n : V −1

n Heff
n Vn = Dn ∈ MM×M (C), VnV

−1
n = P0 et

V −1
n Vn = IM . On a alors

Heff
n − Etest

f P0 = Vn(V −1
n Heff

n Vn)V −1
n − Etest

f VnV
−1
n (9.29)

= Vn(Dn − Etest
f IM )V −1

n (9.30)
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d’où
(Heff

n − Etest
f P0)

−1 = Vn(Dn − Etest
f IM )−1V −1

n (9.31)

On en conclut que

〈f |Xn+1 = 〈f |(HP0 + (H −Htest)Xn)Vn(Dn − Etest
f )−1V −1

n (9.32)

�

Sachant que |an〉 +Xn|an〉 est une approximation d’un vecteur propre de H si n est grand et

si |an〉 est un vecteur propre de Heff
n , RDWA peut être considéré comme une méthode récursive

pour calculer des vecteurs propres. Dans le problème du calcul des vecteurs propres sur chaque
point x du réseau dans le transport adiabatique discret, on utilisera pour initialiser la récurrence,
non pas X0(x) = 0 mais X0(x) = Xp(y) où y est l’un des plus proches voisins de x (p étant
l’ordre de récurrence sur lequel on s’est arrêté en y). On utilisera l’initialisation nulle seulement
pour le premier point calculé. Ceci devrait assurer une certaine continuité dans les conventions. En
revanche, à chaque pas de la récurrence, on doit diagonaliser la petite matrice Heff

n pour obtenirDn,
cette diagonalisation se fait à l’aide d’une méthode directe standard. Une telle méthode n’assurant
pas, dans son principe, la continuité, elle introduit la possibilité de rupture dans les conventions.
Nous avons toutefois fait le pari de supposer que d’une part l’initialisation avec un opérateur d’onde
d’un point proche voisin a suffisamment d’influence pour empêcher les changements de conventions
intempestifs, et que d’autre part la diagonalisation de Heff

n a suffisamment d’influence pour rompre
avec les conventions le nombre de fois qu’il est nécessaire.
Le choix de Htest est arbitraire, mais influence la vitesse et le rayon de convergence de la suite. Le
choix le plus simple, consiste en la matrice diagonale des moyennes de l’Hamiltonien dans les états
de S⊥0 , i.e. Htest

fg = 〈f |H|f〉δfg. Avec ce choix, l’algorithme précédent est équivalent à une méthode

connue dans la littérature sous le nom d’algorithme de Davidson1. Un autre choix, plus judicieux,
consiste à prendre en compte les couplages entre S0 et S⊥0 , avec une matrice test qui dépend de
l’ordre d’itération :

(Htest
n )fg = 〈f |(1−Xn)H(1 +Xn)|f〉δfg (9.33)

Ce choix correspond à la méthode RDWA standard exposée dans la littérature. Le rayon de conver-

gence de l’algorithme est fini, et est étroitement relié aux dénominateurs

{
1

Eeffi,n −Etestf

}

i=1,...,M ;f>M

où Eeffi,n est la i-ème valeur propre de Heff
n . Pour améliorer la convergence, on peut utiliser un opé-

rateur Htest dépendant de l’ordre d’itération, et choisi tel que ∀i ≤ M,f > M , |Eeffi,n − Etestf,n | > ε,

où ε > 0 est un paramètre prédéfini. Cela revient à imposer à Etestf,n d’être à l’extérieur du cercle

de rayon ε centré sur Eeffi,n dans le plan complexe. On peut encore augmenter l’efficacité de cette
technique en utilisant des transformations non-linéaires comme des Padé approximants. On sélec-
tionne pour cela les éléments de l’opérateur d’onde, Xfi = 〈f |X|i〉 (|i〉 ∈ S0, |f〉 ∈ S⊥0 ), qui posent
problème dans la convergence. On considère une suite finie d’itérations de l’algorithme et on stocke
la suite en question : ((Xn)fi)n=0,...,N , où N ∈ N. Une procédure Padé (scalar Wynn epsilon al-
gortihm) (cf. [80, 84, 88]) permet de déduire de cette suite, une valeur mieux convergée de Xfi. Il
est toutefois délicat d’utiliser des Padé approximants, car si la suite était déjà relativement bien
convergée, alors les Padé peuvent avoir un effet inverse et aboutir à une mauvaise valeur approchée
de Xfi. Il est donc nécessaire d’écarter de la procédure les suites qui satisfont, par exemple, à un
critère de type Cauchy : ∀n, p, N0 < p < n ≤ N ; |(Xn)fi− (Xp)fi| < ε où N0 ∈ N est un paramètre
prédéfini ainsi que la précision ε (typiquement ε = 10−4). La figure 9.1 illustre les problèmes de la
convergence et les méthodes pour forcer celle-ci.

1en toute rigueur, l’algorithme de Davidson utilise l’itération de façon variationnelle en travaillant dans un espace
de Krilov, alors que l’algorithme présenté ici, utilise l’itération de façon perturbative
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Fig. 9.1 – Illustration du choix de la matrice Htest
n et de l’utilisation d’une procédure Padé dans

l’intégration de l’équation de Bloch. La figure présente l’erreur ‖HΩ − ΩHΩ‖2 dans une échelle
logarithmique, en fonction du nombre de produit HΩ effectués durant le calcul. Les lignes tirets cor-
respondent au calcul en n’utilisant ni procédure écartant les valeurs tests Etestf,n des valeurs propres

de Heff
n , ni procédure Padé. Les lignes pointillées correspondent au calcul avec une procédure im-

posant |Eeffi,n − Etestf,n | > 10−3 sans utilisation d’une procédure Padé. Enfin les lignes continues
correspondent au calcul avec une procédure Padé sans utilisation de procédure écartant les valeurs
tests des valeurs propres effectives. Le système sur lequel est testé l’algorithme correspond à la pho-
todissociation de H+

2 (cf. partie III), à gauche pour un espace actif unidimensionnel et à droite
pour un espace actif bidimensionnel.

L’intégration de l’équation de Bloch (HΩ = ΩHΩ) permet de calculer des vecteurs propres de
H, mais aussi des vecteurs propres de Floquet en considérant l’opérateur d’onde temporel comme
un opérateur stationnaire dans H⊗L2(S1, dθ2π ) (cf. équation 9.14). En fait, l’utilisation de la théorie
des opérateurs d’onde donne une écriture identique aux équations aux valeurs propres dans l’espace
de Hilbert H et à l’équation de Schrödinger dans l’espace de Hilbert étendu H ⊗ L2(S1, dθ2π ), soit
HΩ = ΩHΩ ↔ HFΩ = ΩHFΩ, alors que les écritures équivalentes standard dans l’espace de
Hilbert sont différentes : (H − E)ψ = 0 6↔ HFψ = 0. Ceci a pour conséquence que l’intégration
d’une même équation, HFΩ = ΩHFΩ peut conduire, soit à un vecteur propre de Floquet, soit à
la solution de l’équation de Schrödinger. Le choix entre les deux options est conditionné par les
conditions aux limites en θ = 0 et θ = 2π. Un vecteur propre de Floquet est un vecteur périodique
et ses composantes asymptotiques en 0 et 2π ne sont pas arbitraires mais sont assujetties à la
nature de l’Hamiltonien de Floquet. Au contraire la fonction d’onde n’est pas périodiques sur
[0, 2π] à l’exception de situations très particulières et sa valeur initiale est variable et imposée “de
l’extérieur”.
Cette bivalence est une richesse qui peut nous permettre de jouer sur les deux tableaux : Au début
de ce paragraphe nous avons proposé une recherche des vecteurs propres de Floquet fondée sur
l’intégration de HFΩ = ΩHFΩ. À présent, nous proposons une intégration différente fondée sur
l’intégration de l’équation équivalente ı~∂tX = Q0(1 − X)H(1 + X)P0. Il faudra néanmoins que
cette intégration impose la condition de périodicité afin de ne pas retenir une solution quelconque
de l’équation de Schrödinger. À l’inverse nous verrons ultérieurement, avec la méthode CATM, que
l’on peut déterminer la solution de l’équation de Schrödinger assujettie à des conditions initiales
en intégrant HFΩ = ΩHFΩ mais au prix d’un artifice de calcul qui préserve les conditions initiales
imposées.

Proposition 10. Soit un système dynamique quantique gouverné par un Hamiltonien t 7→ H(t).
Soit S0 un espace actif de dimension M de projecteur P0. On considère t 7→ X(t) ∈ L(S0, S

⊥
0 )
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l’opérateur d’onde solution de l’équation

ı~
dX(t)

dt
= Q0(1−X(t))H(t)(1 +X(t))P0 (9.34)

Soit B0 = {|i〉}i=1,...,M une base othonormée de S0 et B⊥ = {|f〉}f>M une base hermitienne de S⊥0 .
∀i ≤M et f > M , on introduit les fréquences

ωif (t) =
〈i|H(t)|i〉 − 〈f |H(t)|f〉

~
(9.35)

Soit PN = (0 = t0 < t1 < ... < tN = T ) une équipartition de [0, T ] de pas ∆t ∈ V(0), T étant la
durée de l’interaction. Soit |i〉 ∈ B0 et |f〉 ∈ B⊥, alors on a ∀j = 1, ..., N − 1,

〈f |X(tj+1)|i〉 = 〈f |X(tj)|i〉 +
〈f |(1−X(tj))H(tj)(1 +X(tj))|i〉

~ωif (tj)

+

(
〈f |X(tj−1)|i〉 − 〈f |X(tj)|i〉 −

〈f |(1−X(tj))H(tj)(1 +X(tj))|i〉
~ωif (tj)

)
e2ıωif (tj )∆t

+O(∆t2) (9.36)

Démonstration :

Soit Hdiag =
∑+∞

k=1〈k|H |k〉|k〉〈k| et D(t) =
∫ t

0 H
diag(t′)dt′. On a

ı~
d

dt

(
eı~−1D(t)X(t)e−ı~−1D(t)

)
=

[
eı~−1D(t)X(t)e−ı~−1D(t), Hdiag(t)

]
+ eı~D(t) dX

dt
e−ı~D(t)(9.37)

=
[
eı~−1D(t)X(t)e−ı~−1D(t), Hdiag(t)

]

+eı~D(t)Q0(1 −X)H(1 +X)P0e
−ı~D(t) (9.38)

On pose H̃(t) = Q0(1 −X(t))H(t)(1 +X(t))P0. ∀A ∈ L(S0, S
⊥
0 ), on a

eı~−1DAe−ı~−1D =
∑

if

eı~−1D|f〉〈f |A|i〉〈i|e−ı~−1D (9.39)

=
∑

if

Afie
−ı~−1

R t
0
(Hii(t

′)−Hff (t′))dt′ |f〉〈i| (9.40)

=
∑

if

Afie
−ı

R

t
0

ωif (t′)dt′ |f〉〈i| (9.41)

d’où l’équation

ı~
d

dt

∑

if

Xfie
−ı

R

t
0

ωfi(t
′)dt′ |f〉〈i|

=
∑

if

(Xfi(Hii −Hff ) + H̃fi)e
−ı

R

t
0

ωif (t′)dt′ |f〉〈i| (9.42)

Or df(t)
dt = f(t+∆t)−f(t−∆t)

2∆t +O(∆t2) d’où

ı~
Xfi(t+ ∆t)e−ı

R

t+∆t
0

ωif dt′ −Xfi(t−∆t)e−ı
R

t−∆t
0

ωif dt′

2∆t
+O(∆t2)

= (Xfi(t)~ωif + H̃fi)e
−ı

R

t
0

ωif dt′ (9.43)

Mais
d

dt
e−ı

R t
0

ωif dt′ = −ıωif(t)e−ı
R t
0

ωif dt′ (9.44)
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d’où

e−ı
R

t
0

ωif dt′ = ı
∂te

−ı
R t
0

ωif dt′

ωif (t)
(9.45)

= ı
e−ı

R

t+∆t
0

ωif dt′ − e−ı
R

t−∆t
0

ωif dt′

2ωif (t)∆t
+O(∆t2) (9.46)

et donc

Xfi(t+ ∆t)e−ı
R t+∆t
0

ωif dt′ −Xfi(t−∆t)eı
R t−∆t
0

ωif dt′

=

(
Xfi(t) +

H̃fi(t)

~ωif

)(
e−ı

R t+∆t
0

ωif dt′ − e−ı
R t−∆t
0

ωif dt′
)

+O(∆t2) (9.47)

de plus

e−ı
R

t+∆t
0

ωfi(t
′)dt′ = e−ı

R

t
0

ωfi(t
′)dt′−ıωfi(t)∆t +O(∆t2) (9.48)

e−ı
R

t−∆t
0

ωfi(t
′)dt′ = e−ı

R

t
0

ωfi(t
′)dt′+ıωfi(t)∆t +O(∆t2) (9.49)

On en conclut que

(
Xfi(t+ ∆t)−Xfi(t−∆t)e2ıωif (t)∆t

)
e−ı

R

t
0

ωif dt′−ıωfi(t)∆t

=

(
Xfi(t) +

H̃fi(t)

~ωif

)(
1− e2ıωif (t)∆ti

)
e−ı

R t
0

ωif dt′−ıωfi(t)∆t +O(∆t2) (9.50)

et donc finalement

Xfi(t+∆t) = Xfi(t)+

(
Xfi(t−∆t)−Xfi(t)−

H̃fi(t)

~ωif (t)

)
e2ıωif (t)∆t+

H̃fi(t)

~ωif (t)
+O(∆t2) (9.51)

�

Cette méthode qui calcule l’opérateur d’onde temporel peut également être utilisée pour calculer
l’opérateur d’onde stationnaire, ou même un opérateur d’onde de Floquet si HF est considéré à la
place deH dans l’espace de Hilbert étendu. Supposons que l’on dispose d’un opérateur d’onde réduit
d’ordre zéro X0(t), avec éventuellement X0(t) = 0. On peut réaliser la décomposition suivante

H = H0 + V (9.52)

= (H −Q0(1−X0)H(1 +X0)P0) + (Q0(1−X0)H(1 +X0)P0) (9.53)

et introduire une dépendance temporelle de la perturbation

H(t) = H0 + V f(t)

où f ∈ C∞([0, T ], [0, 1]), avec f(0) = 0 et ∀t ∈ [T0, T ], f(t) = 1, T0 ∈ [0, T ]. Avec ce choix, X0(t = 0)
est l’opérateur d’onde réduit exact associé à H0 = H(t = 0). En faisant tendre la dépendance tem-
porelle vers sa limite adiabatique, soit T ∈ V(+∞), l’intégration 9.36 donne l’opérateur d’onde
stationnaire associé à H à l’instant T ∈ V(+∞).

Dans la pratique il est toutefois impossible d’établir la perturbation sur un laps de temps infini.
Nous devons l’établir sur un temps fini en adaptant l’intégration, quitte à laisser subsister quelques
défauts de non-adiabaticité. On rejoint ici la discussion que nous avons réalisé dans l’introduction
de la partie II, car ces défauts nous font passer du concept d’adiabaticité au sens fort à celui
d’adiabaticité au sens faible.
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9.4 Sélection de l’espace actif

La première étape dans l’utilisation de la théorie des opérateurs d’onde est la sélection de
l’espace actif S0. De même dans le transport adiabatique, il faut sélectionner les vecteurs propres à
champ nul qui vont entrer dans l’espace actif du point initial. Enfin sur un réseau d’espaces actifs
se déformant (non-adiabatique = théorie des phases de Aharonov-Anandan non-abéliennes), il faut
trouver les bases des espaces actifs, et donc opérer une sélection. Pour l’ensemble de ces tâches
nous utiliserons l’algorithme de sélection par opérateur d’onde (Wave Operator Sorting Algorithm
(WOSA)) proposé par Wyatt et Iung [147]. Cet algorithme utilise la récurrence RDWA à un faible
ordre d’itération (typiquement 10), pour calculer une forme approchée de l’opérateur d’onde Ω0(t)
associé à un espace actif unidimensionnel généré par |i〉 (l’état initial de la molécule, qui appartient
obligatoirement à l’espace actif final). On sélectionne un vecteur |λ〉 si ∃x tel que |〈λ|X0(x)|i〉|
soit grand, c’est à dire s’il existe un point sur la grille pour lequel |λ〉 est fortement couplé à |i〉.
Numériquement, on choisit aléatoirement un certain nombre de points sur le réseau, on calcule pour
chaque vecteur propre de H0 l’intensité totale du couplage avec |i〉 sur l’ensemble des points tests,
et on sélectionne les M vecteurs les plus couplés en au moins un des points.

9.5 Opérateur d’onde et théorie de Floquet (t, θ)

Nous avons vu que la théorie des opérateurs d’onde était compatible avec la théorie de Floquet à
champ constant. Nous nous intéressons ici à la cohérence de cette théorie avec la théorie de Floquet
(t, θ), à deux temps, qui est à la base de notre description des systèmes photodynamiques.

Théorème 13. Soit un système photodynamique d’Hamiltonien H(t, θ) dans H dépendant du temps
t et de la phase temporelle θ (H(t, θ) = H0 + µE(t) cos(θ)). Soit X(t) l’opérateur d’onde réduit de
H, solution de

ı~∂tX(t) = Q0(1−X(t))H(t, ω(t)t)(1 +X(t))P0 (9.54)

ω(t) étant la fréquence modulée du rayonnement. Soit XF (t, θ) l’opérateur réduit dans H ⊗
L2(S1, dθ2π ), solution de

ı~∂tXF (t, θ) = Q0(1−XF (t, θ))HF (t, θ)(1 +XF (t, θ))P0 (9.55)

avec

HF (t, θ) = H(t, θ)− ı~ωeff (t)∂θ (9.56)

ωeff (t) = ω(t)+ ω̇(t)t. Alors XF (t, ω(t)t) est solution de 9.54, c’est à dire XF (t, ω(t)t) = X(t).

Ainsi donc l’opérateur d’onde à double temps XF (t, θ) défini dans un espace étendu peut être
utilisé pour construire l’opérateur d’onde “standard” à la limite θ = ω(t)t et extraire les résultats
physiques attachées à cette limite. Le passage de 9.54 à 9.55 apparâıt comme une complication.
C’est pourtant ce passage qui nous permettra plus loin de séparer temps rapide et temps lent au
niveau des opérateurs d’onde et de réaliser une approche adiabatique pour ce second temps, le
premier étant traité par Floquet.

Preuve :

XF : S0 ⊗ L2(S1)→ S⊥
0 ⊗ L2(S1) (9.57)

Soit {|α〉}α une base hermitienne de H et {|m〉}m∈Z la base de Fourier de L2(S1).

XF (t, θ) =
∑

α∈S0

∑

β∈S⊥

0

+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=−∞

〈θ|n〉χβn,αm(t)〈m|θ〉|β〉〈α| (9.58)
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avec

Xβn,αm(t) = 〈β| ⊗ 〈n|XF (t, θ)|α〉 ⊗ |m〉 (9.59)

=

∫ 2π

0

〈β|XF (t, θ)|α〉〈n|θ〉〈θ|m〉 dθ
2π

(9.60)

Soit I = {α, β, n,m} pour α ∈ S0, β ∈ S⊥
0 , n ∈ Z,m ∈ Z. L’équation 9.55 devient

ı~
∑

I

〈θ|n〉χ̇I(t)〈m|θ〉|β〉〈α| = Q0(1 −XF (t, θ))H(t, θ)(1 +XF (t, θ))P0

−ı~ωeff (t)Q0(1−XF (t, θ))
∑

I

χI(t) (〈θ|n〉′〈m|θ〉

+〈θ|n〉〈m|θ〉′) |β〉〈α| (9.61)

On a XF |β〉 = 0 car XF = Q0XFP0 et |β〉 ∈ S⊥
0 ; d’où

ı~
∑

I

(ωeff (t)〈θ|n〉′〈m|θ〉χI(t) + ωeff (t)〈θ|n〉〈m|θ〉′χI(t) + 〈θ|n〉〈m|θ〉χ̇I(t)) |β〉〈α|

= Q0(1 −XF (t, θ))H(t, θ)(1 +XF (t, θ)P0 (9.62)

Cette expression étant vraie ∀t et ∀θ ∈ S1, elle l’est en particulier pour θ = ω(t)t, d’où

ı~
∑

I

d

dt
(〈ω(t)t|n〉〈m|ω(t)t〉χI(t)) |β〉〈α|

= Q0(1−XF (t, ω(t)t))H(t, ω(t)t)(1 +XF (t, ω(t)t))P0 (9.63)

⇐⇒ ı~
dXF (t, ω(t)t)

dt
= Q0(1−XF (t, ω(t)t))H(t, ω(t)t)(1 +XF (t, ω(t)t))P0 (9.64)

XF (t, ω(t)t) est donc solution de 9.54. �



Chapitre 10

Théorème adiabatique de l’opérateur
d’onde temporel et phases
géométriques

Les sciences n’essaient pas d’expliquer, elles essaient

à peine d’interpréter, elles font principalement des

modèles. Par modèle on entend une construction ma-

thématique qui, par l’addition de quelques interpré-

tations verbales, décrit les phénomènes observés. La

justification d’une telle construction mathématique

est uniquement précisément qu’elle est censée mar-

cher.

John von Neumann

Le modèle de photodynamique présenté dans la partie I, repose sur une approche adiabatique
du système dynamique quantique dans son temps lent t (le temps rapide θ ayant été rejeté dans
l’espace de configuration par la théorie de Floquet). Si l’on veut utiliser la théorie des opérateurs
d’onde avec notre modèle, il faut analyser la compatibilité de celle-ci avec l’approche adiabatique.
La première section de ce chapitre, analyse le comportement de l’opérateur d’onde temporel à la
limite adiabatique. La seconde montre que l’utilisation des opérateurs d’onde est compatible avec
le calcul des phases géométriques de Aharonov-Anandan. Le cas des phases de Berry-Simon est
étudié dans la troisième section.

10.1 Théorème adiabatique de l’opérateur d’onde temporel

On considère un système dynamique quantique, décrit sur l’intervalle de temps [0, T ]. Soit
UT (s, 0) l’opérateur d’évolution de ce système, s étant le temps réduit, i.e. s = t/T . On suppose
que le système dynamique satisfait aux hypothèses du théorème adiabatique de Nenciu. L’espace
actif qui participe à la définition de l’opérateur d’onde temporel peut être identifié à l’un des
sous-espaces spectraux du théorème de Nenciu. En effet, supposons que la fonction d’onde soit

ψ(s) = U∞(s, 0)|i〉 (10.1)

où U∞(s, 0) est une notation simplifiée pour limT→∞ UT (s, 0). Un vecteur |λ〉 ∈ H doit être inclus
dans l’espace actif si ∃σ ∈ [0, 1] tel que |〈λ|ψ(σ)〉| est grand. Ce critère est cohérent avec le critère de

205
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la méthode WOSA, pour laquelle on sélectionne |λ〉 si |〈λ|X0(σ)|i〉| est grand, X0 étant l’opérateur
d’onde pour l’espace actif unidimensionnel induit par |i〉. Comme on a

Ω0(s) =
|ψ(s)〉〈i|
〈i|ψ(s)〉 (10.2)

alors

|〈λ|X0(s)|i〉| = |〈λ|ψ(s)〉|
|〈i|ψ(s)〉| (10.3)

Le critère de WOSA implique donc la même amplitude |〈λ|ψ(s)〉|. Si les conditions du théorème
de Nenciu sont satisfaites et si l’état initial satisfait |i〉 ∈ ImPI(0), où PI(s) est un des projecteurs
spectraux du théorème de Nenciu (ou une somme de ces projecteurs spectraux), alors

〈λ|ψ(s)〉 = 〈λ|U∞(s, 0)|i〉 = 〈λ|U∞(s, 0)PI (0)|i〉 = 〈λ|PI(s)U∞(s, 0)|i〉 (10.4)

L’amplitude |〈λ|ψ(s)〉| est grande si |λ〉 ∈ ImPI(s) puisque |〈λ|PI(s)U∞(s, 0)|i〉 = 0 si |λ〉 ∈
ImPI(s)

⊥. Un bon choix d’espace actif serait donc
∫ ⊕
[0,1] ImPI(s)ds, mais malheureusement cet espace

peut être très grand. Toutefois si l’on assure que les couplages ne sont par assez forts pour modifier
significativement l’espace cible, i.e. ∀s, ImPI(0) ∩ ImPI(s)

⊥ = {0} (∀s distFS(PI(0), PI (s)) <
π
2 ),

alors un choix raisonnable d’espace actif est ImPI(0).
Dans le cadre du théorème adiabatique de Nenciu, il est alors possible d’énoncer un théorème
adiabatique pour les opérateurs d’onde temporels.

Théorème 14 (Théorème adiabatique de l’opérateur d’onde temporel). Soit s 7→ H(s) une famille
d’Hamiltoniens auto-adjoints. On suppose que {H(s)}s∈[0,1] ont un domaine commun dense dans H
et que l’équation ı~∂sUT (s, 0) = TH(s)UT (s, 0) admet une solution fortement continue. On suppose
enfin, que le spectre instantané de H(s) se décompose de la façon suivante :

Sp(H(s)) = σ0(s) ∪ σ⊥(s) (10.5)

avec les propriétés suivantes

(i) ∃d > 0, ∀s ∈ [0, 1], dist(σ0(s), σ⊥(s)) ≥ d ;

(ii) σ0(s) est borné ∀s et a un nombre fini de parties connexes par rapport à Sp(H(s)) ;

(iii) P (s), Q(s) ∈ C2([0, 1],B(H)), où P (s) est le projecteur spectral instantané associé à σ0(s) et
Q(s) le projecteur associé à σ⊥(s) ;

(iv) ∀s ∈ [0, 1], ImP (s)⊕ ImQ(s) = H ;

(v) ImP (0)⊥ImQ(0) ;

(vi) ∀s ∈ [0, 1], distFS(P (s), P (0)) < π
2 ;

(vii) R(s, z) = (H(s) − z)−1 est différentiable par rapport à s et ∀δ > 0, ∃Kδ ∈ R+ tel que
‖dR/ds‖ ≤ Kδ/dist(z,Sp(H(s))), ∀z tel que dist(z,Sp(H(s))) > δ.

Soit ΩT (s) = UT (s, 0)(P (0)UT (s, 0)P (0))−1 l’opérateur d’onde avec ImP (0) comme espace actif.
Alors limT→+∞ΩT (s) est une succession d’opérateurs d’onde de Bloch instantanés avec ImP (0)
comme espace actif et ImP (s) comme espace cible. En d’autres termes on a

lim
T→+∞

ΩT (s) = P (s)(P (0)P (s)P (0))−1 (10.6)

Démonstration :

On décompose Sp(H(s)) comme suit : les valeurs spectrales de σ0(s) et de σ⊥(s) sont ordonnées
et groupées de la plus petite à la plus grande. Le spectre a alors la décomposition Sp(H(s)) =⋃

i σ
i
0(s) ∪

⋃
j σ

j
⊥(s) (cf. fig. 10.1).
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σ0
1(s) σ0

2(s) 3σ0(s) σ0
4(s) σ0

5(s)
σ(H(s))

σ0(s)

σ (s)

Fig. 10.1 – Exemple de décomposition de Sp(H(s))

Les conditions (i), (ii), (iii) et (vii) permettent d’appliquer le théorème de Nenciu :

∀i lim
T→+∞

UT (s, 0)Pi(0) = Pi(s) lim
T→+∞

UT (s, 0) (10.7)

⇒ lim
T→+∞

UT (s, 0)
∑

i

Pi(0) =
∑

i

Pi(s) lim
T→+∞

UT (s, 0) (10.8)

∑
i Pi(s) = P (s), ∀s on a

lim
T→+∞

UT (s, 0)P (0) = P (s) lim
T→+∞

UT (s, 0) (10.9)

ΩT (s) = UT (s, 0)(P (0)UT (s, 0)P (0))−1 (10.10)

ΩT (s) = UT (s, 0)P (0)(P (0)UT (s, 0)P (0))−1 (10.11)

ΩT (s)P (0)UT (s, 0)P (0) = UT (s)P (0) (10.12)

lim
T→+∞

(ΩT (s)P (0)UT (s, 0)P (0)) = lim
T→+∞

UT (s)P (0) (10.13)

lim
T→+∞

ΩT (s)P (0) lim
T→+∞

UT (s)P (0) = lim
T→+∞

UT (s)P (0) (10.14)

lim
T→+∞

ΩT (s)P (0)P (s) lim
T→+∞

UT (s) = P (s) lim
T→+∞

UT (s) (10.15)

Comme ∀T , UT (s, 0) est inversible, limT→+∞ UT (s, 0) est inversible,

lim
T→+∞

ΩT (s)P (0)P (s) = P (s) (10.16)

lim
T→+∞

ΩT (s)P (0)P (s)P (0) = P (s)P (0) (10.17)

lim
T→+∞

ΩT (s) = P (s)P (0)(P (0)P (s)P (0))−1 (10.18)

�

Ce théorème permet de formuler des critères très précis d’adiabaticité des systèmes quantiques.
Par définition l’opérateur d’onde temporel satisfait à l’équation différentielle

(TH(s)− ı~∂s)ΩT (s) = ΩT (s)(TH(s)− ı~∂s)ΩT (s) (10.19)

Mais si H(s) satisfait aux conditions du théorème 14 à la limite adiabatique, T ∈ V(+∞), on a
ΩT (s) ∼ P (s)(P (0)P (s)P (0))−1, qui est donc une succession d’opérateurs d’onde de Bloch instan-
tanés, et qui pour ∀s satisfait à l’équation de Bloch

H(s)ΩT (s) ∼ ΩT (s)H(s)ΩT (s) = ΩT (s)Heff
T (s) (10.20)

À la limite adiabatique, les termes issus des dérivations en s sont donc négligeables, puisque le pas-
sage de l’équation 10.19 à l’équation des opérateurs d’onde instantanés 10.20 se fait simplement en
négligeant les termes dérivées. Ceci nous donne un critère permettant de mesurer la non-adiabaticité
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d’un système dynamique, en testant si l’opérateur d’onde temporel ΩT (s) calculé exactement sa-
tisfait à l’équation de Bloch. La quantité mesurant la non-adiabaticité est prise égale à :

Ξ1(s) = ‖H(s)ΩT (s)− ΩT (s)Heff
T (s)‖2 (10.21)

De même, Heff
T est solution de

ı~

T

dXT (s)

ds
= (Q0 −XT (s))Heff

T (s) (10.22)

qui, si le théorème adiabatique est satisfait, donne (Q0 −XT (s))Heff
T (s) ∼ 0. Ceci nous donne

un second critère de non-adiabaticité en comparant Heff
T solution de 10.22 et Heff

∞ (s) solution de

(Q0 −Q0P (s)(P (0)P (s)P (0))−1)Heff
∞ (s) = 0 :

Ξ2(s) = ‖Heff
T (s)−Heff

∞ (s)‖2 (10.23)

Il faut toutefois rappeler que le terme adiabatique est relatif à la dynamique de l’espace actif
par rapport à son supplémentaire. Le résultat Ξi(s) = 0, i = 1 ou 2, n’empêche nullement des
transitions non-adiabatiques à l’intérieur de l’espace actif.

Reprenons à présent les développements adiabatiques précédents dans le cadre de la théorie de
Floquet (t, θ), avec laquelle on modélise les systèmes photodynamiques quantiques. Nous considé-
rons pour cela l’Hamiltonien HF (t) ∈ L(H ⊗ L2(S1, dθ2π )). Si s 7→ HF (s) satisfait au théorème de
Nenciu (pour le temps lent t), l’application du théorème adiabatique précédent nous donne

lim
T→+∞

ΩT
F (s) = P (s)

(
P0 ⊗ 1L2(S1)P (s)P0 ⊗ 1L2(S1)

)−1
(10.24)

où P (s) est un projecteur orthogonal sur un sous-espace deH⊗L2(S1). ΩT
F satisfait à l’équation

fondamentale des opérateurs d’onde temporels, i.e.

(THF (s)− ı~∂s)ΩT
F (s) = ΩT

F (s)(THF (s)− ı~∂s)ΩT
F (s) (10.25)

En faisant réapparâıtre la variable θ dont dépendent implicitement tous les termes de l’équation
précédente (car θ fait partie des variables quantiques avec un statut équivalent aux variables de
l’espace de configuration)), on obtient

(TH(s, θ)− T ı~Ωeff (s)∂θ − ı~∂s)ΩT
F (s, θ) = ΩT

F (s, θ)(TH(s, θ)− T ı~Ωeff (s)∂θ − ı~∂s)ΩT
F (s, θ)
(10.26)

Enfin, pour T ∈ V(+∞) on a

(H(s, θ)− ı~Ωeff (s)∂θ)Ω
T
F (s, θ) ∼ ΩT

F (s, θ)(H(s, θ)− ı~Ωeff (s)∂θ)Ω
T
F (s, θ) (10.27)

10.2 Opérateurs d’onde et phases géométriques non-adiabatiques

Nous nous intéressons à présent, à la possibilité de calculer les phases géométriques en ne
disposant que de la théorie effective. Autrement dit, nous désirons savoir s’il est possible d’extraire
les phases géométriques des seuls vecteurs qui composent l’espace actif.
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10.2.1 Cas unidimensionnel

Soit ψ0(t) la solution de l’équation de Schrödinger effective avec P0 = |i〉〈i|. Nous supposerons,
conformément à la périodicité de l’Hamiltonien et au caractère unidimensionnel de l’espace actif
que ψ0(T ) = eıϕψ0(0). En procédant au changement de jauge tel que ψ0(t) = eıf(t)ψ̃0(t) avec
ψ̃0(T ) = ψ̃0(0), et en insérant l’expression de ψ0 dans l’équation de Schrödinger effective, on trouve

−~f ′(t)ψ̃0(t) + ı~∂tψ̃
0(t) = Heff (t)ψ̃0(t) (10.28)

en projetant sur ψ̃0(t) on a

ıf ′(t) = −〈ψ̃
0(t)|∂t|ψ̃0(t)〉
〈ψ̃0(t)|ψ̃0(t)〉

− ı~−1 〈ψ̃0(t)|Heff (t)|ψ̃0(t)〉
〈ψ̃0(t)|ψ̃0(t)〉

(10.29)

d’où

ψ0(t) = e
−ı~−1

R t
0

〈ψ̃0(t′)|Heff (t′)|ψ̃0(t′)〉

〈ψ̃0(t′)|ψ̃0(t′)〉
dt′−

R t
0

〈ψ̃0(t′)|∂
t′

|ψ̃0(t′)〉

〈ψ̃0(t′)|ψ̃0(t′)〉
dt′
ψ̃0(t) (10.30)

qui est l’expression du transport parallèle par rapport à une section ψ̃0 non-normée. On retrouve
la fonction d’onde vraie à l’aide de l’opérateur d’onde :

ψ(t) = e
−ı~−1

R t
0

〈ψ̃0(t′)|Heff (t′)|ψ̃0(t′)〉

〈ψ̃0(t′)|ψ̃0(t′)〉
dt′−

R t
0

〈ψ̃0(t′)|∂
t′

|ψ̃0(t′)〉

〈ψ̃0(t′)|ψ̃0(t′)〉dt′ Ω(t)ψ̃0(t) (10.31)

Cette expression ne semble pas être celle d’un transport parallèle, le potentiel de jauge dans
l’exponentielle est exprimé à l’aide de la section ψ̃0 alors que la section de référence semble être
Ωψ̃0. On va montrer qu’en fait, l’opérateur d’onde transforme bien le transport parallèle dans S0

en celui dans H, le potentiel de jauge exprimé avec ψ̃0 étant égal à celui exprimé avec Ωψ̃0. Par
définition Ω(t)ψ0(t) = ψ(t) d’où

Ω(t) =
|ψ(t)〉〈i|
〈i|ψ(t)〉 (10.32)

et donc

Ω(t)†Ω(t) =
|i〉〈i|

〈ψ0(t)|ψ0(t)〉 (10.33)

ψ0 et ψ̃0 ne différant que par une phase, on a

Ω(t)†Ω(t) =
|i〉〈i|

〈ψ̃0(t)|ψ̃0(t)〉
(10.34)

finalement, en utilisant l’équation (H − ı~∂t)Ω = Ω(Heff − ı~∂t), on trouve

ı~−1Eeff +Aeff = ı~−1 〈ψ̃0(t)|Heff (t)|ψ̃0(t)〉
〈ψ̃0(t)|ψ̃0(t)〉

+
〈ψ̃0(t)|∂t|ψ̃0(t)〉
〈ψ̃0(t)|ψ̃0(t)〉

(10.35)

= ı~−1〈ψ̃0|Ω†ΩHeff |ψ̃0〉+ 〈ψ̃0|Ω†Ω∂t|ψ̃0〉 (10.36)

= ı~−1〈ψ̃0|Ω†Ω(Heff + ∂t)|ψ̃0〉 (10.37)

= ı~−1〈ψ̃0|Ω†(H − ı~∂t)Ω|ψ̃0〉 (10.38)

= ı~−1〈Ωψ̃0|H|Ωψ̃0〉+ 〈Ωψ̃0|∂t|Ωψ̃0〉 (10.39)

On en déduit que

ψ(t) = e−ı~
−1

R t
0
〈Ω(t′)ψ̃0(t′)|H(t′)|Ω(t′)ψ̃0(t′)〉dt′−

R t
0
〈Ω(t′)ψ̃0(t′)|∂t′ |Ω(t′)ψ̃0(t′)〉dt′ |Ω(t)ψ̃0(t)〉 (10.40)
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ψ(t) calculée à partir d’un transport parallèle de section ψ̃0, est donc bien un transport parallèle
avec pour section Ωψ̃0. On peut de plus calculer la phase à partir de l’Hamiltonien effectif car celle-ci
est identique avec celle qui serait calculée avec l’Hamiltonien vrai. Notons que le transport parallèle
de ψ0 se fait sur un autre fibré que celui de ψ. En effet, la fibre type du fibré vectoriel est C (l’espace
vectoriel engendré par |i〉) et l’espace de base est C/U(1) = R (l’espace des normes). De plus on a

Ω(t)|ψ0(t)〉〈ψ0(t)|Ω†(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| (10.41)

avec |ψ0(t)〉〈ψ0(t)| ∈ R et |ψ(t)〉〈ψ(t)| ∈ CP∞. Le fait que le transport parallèle dans la théorie
effective se transforme en un transport parallèle dans la théorie réelle, se traduit par le diagramme
commutatif suivant

C[0,T ] Ω−−−−→ H[0,T ]

Reff

x
xR

R[0,T ] Ω·Ω†

−−−−→ (CP∞)[0,T ]

où X [0,T ] est l’ensemble des applications de [0, T ] dans l’espace X, et R et Reff sont respectivement
les opérations de relèvement horizontaux pour la connexion ı~−1Edt + A et pour la connexion
effective ı~−1Eeffdt+Aeff

10.2.2 Cas multidimensionnel

Nous allons montrer que comme dans le cas d’un espace actif unidimensionnel, la phase effective
est une phase standard exprimée à l’aide d’une section obtenue par l’action de l’opérateur d’onde.
Soit P0 =

∑
i |i〉〈i| le projecteur associé à l’espace actif S0. ∀i, soit ψ0

i (t) la solution de l’équation
de Schrödinger effective avec pour condition initiale ψ0

i (0) = |i〉. Soit ψ0
i (t) =

∑
j Ujiψ̃

0
j (t) un

changement de jauge unitaire tel que ψ̃0
i (T ) = ψ̃0

i (0) = |i〉. Avec des calculs analogues à ceux du
paragraphe précédent on a

ı~
∑

k

U̇ki〈ψ̃0
j |ψ̃0

k〉+ ı~
∑

k

Uki〈ψ̃0
j |∂t|ψ̃0

k〉 =
∑

k

Uki〈ψ̃0
j |Heff |ψ̃0

k〉 (10.42)

L’introduction de la matrice de recouvrement Tjk = 〈ψ̃0
j |ψ̃0

k〉 donne

ı~(T U̇)ji + ı~
∑

k

Uki〈ψ̃0
j |∂t|ψ̃0

k〉 =
∑

k

Uki〈ψ̃0
j |Heff |ψ̃0

k〉 (10.43)

d’où

(U̇U−1)ml = (T−1T U̇U−1)ml (10.44)

=
∑

j,i

T−1
mj (T U̇)jiU

−1
il (10.45)

= −ı~−1
∑

i,j,k

T−1
mjUkiU

−1
il 〈ψ̃0

j |Heff |ψ̃0
k〉

−
∑

i,j,k

T−1
mjUkiU

−1
il 〈ψ̃0

j |∂t|ψ̃0
k〉 (10.46)

= −ı~−1
∑

j

T−1
mj 〈ψ̃0

j |Heff |ψ̃0
l 〉 −

∑

j

T−1
mj 〈ψ̃0

j |∂t|ψ̃0
l 〉 (10.47)

Ainsi le transport parallèle dans l’espace actif s’écrit

ψ0
i (t) =

∑

j

[
Te−ı~

−1
R t
0 E

eff (t′)dt′−
R t
0 A

eff (t′)dt′
]

ji
ψ̃0
j (t) (10.48)
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avec Eeff (t)ij =
∑

k T
−1
ik 〈ψ̃0

k(t)|Heff (t)|ψ̃0
j (t)〉 et Aeff (t)ij =

∑
k T
−1
ik 〈ψ̃0

k(t)|∂t|ψ̃0
j (t)〉.

On veut montrer que ψi(t) = Ω(t)ψ0
i (t) est aussi un transport parallèle. On définit ψ̃i(t) comme

étant Ω(t)ψ̃0
i (t). Par définition Ω(t)ψ0

i (t) = ψi(t). On pose Ω =
∑

j,k cj,k|ψj〉〈ψ0
k|, on a alors

〈ψj |Ω|ψ0
i 〉 = δij ⇐⇒

∑
k cjk〈ψ0

k|ψ0
i 〉 = δij, mais

〈ψ0
j |ψ0

k〉 =
∑

il

UklU
−1
ji 〈ψ̃0

i |ψ̃0
k〉 = (U−1TU)jk (10.49)

d’où
Ω(t) =

∑

jk

(U−1TU)−1
jk |ψj〉〈ψ0

k| (10.50)

On a donc

Ω†Ω =
∑

jkn

(U−1TU)−1
nj (U−1TU)−1

jl |ψ0
n〉〈ψ0

k| (10.51)

=
∑

jkn

(TU)−1
nj (U−1T )−1

jl |ψ0
n〉〈ψ0

k| (10.52)

On a donc

〈ψ̃0
i |Ω†Ω =

∑

jknl

(TU)−1
nj (U−1T )−1

jk Uil〈ψ0
l |ψ0

n〉〈ψ0
k| (10.53)

=
∑

jknl

(TU)−1
nj (U−1T )−1

jk Uil(U
−1TU)ln〈ψ0

k| (10.54)

=
∑

jkn

(TU)in(TU)−1
nj (U−1T )−1

jk 〈ψ0
k| (10.55)

=
∑

k

(U−1T )ik〈ψ0
k| (10.56)

=
∑

kl

T−1
il Ulk〈ψ0

k| (10.57)

=
∑

l

T−1
il 〈ψ̃0

l | (10.58)

et finalement

(ı~−1Eeff +Aeff )ij =
∑

k

T−1
ik 〈ψ̃0

k|Heff |ψ̃0
j 〉

+
∑

k

T−1
ik 〈ψ̃0

k|∂t|ψ̃0
j 〉 (10.59)

= ı~−1〈ψ̃0
i |Ω†Ω(Heff − ı~∂t)|ψ̃0

j 〉 (10.60)

= ı~−1〈ψ̃i|(H − ı~∂t)|ψ̃j〉 (10.61)

= ı~−1〈ψ̃i|H|ψ̃j〉+ 〈ψ̃i|∂t|ψ̃j〉 (10.62)

Ainsi, si {ψ0
i (t)} est obtenue par transport parallèle dans l’espace actif à partir d’une section

{ψ̃0
i }, alors {ψi} est obtenue par transport parallèle à partir de la section {ψ̃i ≡ Ωψ̃0

i }. La phase
non-abélienne de {ψi} peut donc être obtenue à partir de la phase non-abélienne effective. On a
alors le diagramme commutatif suivant

S
[0,T ]
0

Ω−−−−→ H[0,T ]

Reff

x
xR

(S0/U(M))[0,T ] Ω·Ω†

−−−−→ GM (C∞)[0,T ]
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10.3 Transport adiabatique dans l’espace actif de l’opérateur d’onde
temporel

Nous avons vu qu’à la limite adiabatique l’opérateur d’onde est Ω∞(s) = P (s)(P (0)P (s)P (0))−1 ,
c’est à dire un opérateur qui se contente de transformer les états propres instantanés au temps t = 0
en des états propres instantanés au temps s. L’opérateur d’onde ne contient donc pas de phase. La
fonction d’onde du système est donnée par ψ(s) = Ω∞(s)U eff (s, 0)|i〉. ψ est un transport parallèle
par rapport aux vecteurs propres instantanés {|i, t〉}. Puisque le théorème adiabatique s’applique et
puisque Ω∞ ne contient pas de termes de phase, la phase de Berry et la phase dynamique doivent
être contenues dans U eff (s, 0). C’est ce que nous démontrons dans ce paragraphe. Il faut noter que
la faculté de l’opérateur d’onde à séparer ces termes de phase du reste des autres termes d’évolution
est un atout majeur.

10.3.1 Cas unidimensionnel

Nous considérons le cas d’un sous-espace de dimension 1, S0 engendré par |i, 0〉 ≡ |i〉, et S(s)
engendré par |i, s〉. Si T (le temps d’interaction) est au voisinage de +∞, alors la fonction d’onde
peut être exprimée comme un transport adiabatique

ψT (s) ∼ ψ∞(s) = e−ı~
−1T

R s
0
λi(s′)ds′−

R s
0
〈i,s′|∂s′ |i,s′〉ds′ |i, s〉 (10.63)

où ψT est solution de l’équation de Schrödinger sans approximation adiabatique, c’est à dire qu’elle
vérifie l’équation :

ı~∂sψT (s) = TH(s)ψT (s) (10.64)

En considérant la formulation des opérateurs d’onde.

Pi(0)Pi(s)Pi(0) = 〈i|i, s〉〈i, s|i〉|i〉〈i| (10.65)

⇒ (Pi(0)Pi(s)Pi(0))
−1 =

|i〉〈i|
〈i|i, s〉〈i, s|i〉 (10.66)

et donc

Ω∞(s) =
|i, s〉〈i, s|i〉〈i|
〈i|i, s〉〈i, s|i〉 =

|i, s〉〈i|
〈i|i, s〉 (10.67)

En introduisant l’état propre projeté : |i0, s〉 = Pi(0)|i, s〉 = 〈i|i, s〉|i〉, il est clair que

Ω∞(s)|i0, s〉 = |i, s〉 (10.68)

L’Hamiltonien effectif correspondant est

Heff
T (s) = Pi(0)H(s)ΩT (s) =

〈i|H(s)|ψT (s)〉
〈i|ψT (s)〉 |i〉〈i| (10.69)

et sa limite adiabatique est

Heff
∞ (s) = lim

T→∞
Heff
T (10.70)

= Pi(0)H(s)Ω∞(s) (10.71)

=
〈i|H(s)|i, s〉
〈i|i, s〉 |i〉〈i| (10.72)

= λi(s)|i〉〈i| (10.73)

On ne peut malheureusement pas appliquer la formule de transport adiabatique usuelle avec la
théorie effective, car Heff

T dépend de T , la variable dont on prend la limite. Soit UT (s, 0) l’opérateur
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d’évolution associé à l’équation de Schrödinger vraie, et U effT (s, 0) l’opérateur d’évolution dans S0

généré par Heff
T (s). Par définition ces deux opérateurs sont liés par la relation

U(s, 0)Pi(0) = ΩT (s)U effT (s)Pi(0) (10.74)

En utilisant l’expression 10.69 et l’identité 〈i|H|ψT (s)〉 = ı~
T 〈i|∂s|ψT (s)〉 on a

U effT (s) = e−ı~
−1T

R s
0 H

eff
T (s′)ds′ (10.75)

= e
R s
0

〈i|∂s′ |ψT (s′)〉

〈i|ψT (s′)〉
ds′ |i〉〈i| (10.76)

= e
R s
0
∂s′ ln〈i|ψT (s′)〉ds′ |i〉〈i| (10.77)

= eln〈i|ψT (s)〉|i〉〈i| (10.78)

= 〈i|ψT (s)〉|i〉〈i| (10.79)

donc pour T ∈ V(+∞) U effT ∼ 〈i|ψ∞(s)〉|i〉〈i|. On a donc

ψ0
∞ = U eff∞ (s)|i〉 (10.80)

= 〈i|ψ∞(s)〉|i〉 (10.81)

= e−ı~
−1T

R s
0
λi(s′)ds′−

R s
0
〈i,s′|∂s′ |i,s′〉ds′〈i|i, s〉|i〉 (10.82)

= e−ı~
−1T

R s
0
λi(s′)ds′−

R s
0
〈i,s′|∂s′ |i,s′〉ds′ |i0, s〉 (10.83)

Les phases géométrique et dynamique sont donc bien contenues dans l’opérateur d’évolution
effectif. Notons que ce qui empêche d’utiliser la formule usuelle de transport adiabatique dans S0 et
ainsi de définir des phases dynamique et géométrique effectives (comme dans la section précédente),
est le caractère non-uniforme de la limite adiabatique

lim
T→∞

∫ s

0
Heff
T (s′)ds′ 6=

∫ s

0
lim
T→∞

Heff
T (s′)ds′ (10.84)

le membre de gauche de cette inégalité contient les phases dynamique et géométrique alors que le
membre de droite ne contient que le terme dynamique.

10.3.2 Cas multidimensionnel

Comme pour le cas unidimensionnel, nous prouverons que les termes de phases se trouvent
dans l’opérateur d’évolution effectif. En accord avec le théorème adiabatique, nous supposerons que
la dynamique est confinée dans l’espace engendré par {|i, s〉}i=1,...,M . L’espace adiabatique de ce
problème est S0 = 〈|i, 0〉〉i=1,...,M et on écrit |i〉 pour |i, 0〉. Comme dans le cas unidimensionnel, on
a pour T ∈ V(+∞)

ψ0
∞(s) = U eff∞ (s, 0)|i〉 ∼ Te−ı~

−1T
R s
0 H

eff
T (s′)ds′ |i〉 (10.85)

avec
ΩT (s)U effT (s, 0)P (0) = UT (s, 0)P (0) (10.86)

et donc à la limite adiabatique

Ω∞(s)U eff∞ (s, 0)P (0) = U∞(s, 0)P (0) = P (s)U∞(s, 0) (10.87)

d’où

Ω∞(s)ψ0
∞(s) = P (s)U∞(s)|i〉 (10.88)

= ψ∞(s) (10.89)

=
M∑

j=1

[
Te−ı~

−1T
R s
0 E(s′)ds′−

R s
0 A(s′)ds′

]

ji
|j, s〉 (10.90)

(10.91)
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et donc en projetant cette équation sur l’espace actif

M∑

j,k=1

[Ω∞(s)]kj

[
U eff (s, 0)

]

ji
|k〉 =

M∑

j,k=1

[
Te−ı~

−1T
R s
0
E(s′)ds′−

R s
0
A(s′)ds′

]

ji
〈k|j, s〉|k〉 (10.92)

Mais comme Ω∞(s) = P (0) +Q(0)X(s)P (0), on a 〈k|Ω∞(s)|j〉 = δjk, d’où

[
U eff∞ (s, 0)

]

ki
=

M∑

j=1

〈k|j, s〉
[
Te−ı~

−1T
R s
0 E(s′)ds′−

R s
0 A(s′)ds′

]

ji
(10.93)

Finalement, l’expression du transport adiabatique dans S0 peut être écrite sous la forme

ψ0
∞(s) =

M∑

k=1

[
U eff∞ (s, 0)

]

ki
|k〉 (10.94)

=
∑

k,j

[
Te−ı~

−1T
R s
0
E(s′)ds′−

R s
0
A(s′)ds′

]

ji
〈k|j, s〉|k〉 (10.95)

=
∑

j

[
Te−ı~

−1T
R s
0
E(s′)ds′−

R s
0
A(s′)ds′

]

ji

∑

k

|k〉〈k|j, s〉 (10.96)

=
∑

j

[
Te−ı~

−1T
R s
0
E(s′)ds′−

R s
0
A(s′)ds′

]

ji
|j0, s〉 (10.97)

10.3.3 Phases standards vs phases effectives

Nous revenons ici sur le fait qu’il nous a été impossible de définir de phases effectives dans le
cas adiabatique. La difficulté est due à la définition plus subtile de la phase dynamique effective à
la limite adiabatique. Nous analyserons ici ce phénomène, en considérant à nouveau le cas unidi-
mensionnel.
Une expression näıve de la phase dynamique effective serait, par analogie avec tous les cas étudiés
jusqu’à présent :

λeffnaive(s) =
〈ψ0
∞(s)|Heff

∞ (s)|ψ0
∞(s)〉

〈ψ0∞(s)|ψ0∞(s)〉 (10.98)

Mais nous avons vu que Heff
∞ (s) = λi(s)|i〉〈i| et donc λeffnaive(s) = λi(s). Il est clair que cette

expression ne peut être correcte, car Aeff (s) = 〈i0,s|∂s|i0,s〉
〈i0,s|i0,s〉 6= 〈i, s|∂s|i, s〉, de sorte que la somme

des phases dynamique et géométrique n’est pas préservée.
Soit la fonction

ψ0
T (s) = e

−ı~−1T
R s
0

〈ψ̃0
T (s′)|H

eff
T

(s)|ψ̃0
T (s′)〉

〈ψ̃0
T

(s′)|ψ̃0
T

(s′)〉
ds′−

R s
0

〈ψ̃0
T (s′)|∂

s′
|ψ̃0
T (s′)〉

〈ψ̃0
T

(s′)|ψ̃0
T

(s′)〉
ds′

ψ̃0
T (s) (10.99)

où limT→∞ ψ̃0
T (s) = |i0, s〉.

La phase dynamique qui est générée par le terme Heff
T n’est pas égale à la phase näıve à cause

du caractère non-uniforme de la limite adiabatique

lim
T→∞

∫ s

0

〈ψ̃0
T (s′)|Heff

T (s)|ψ̃0
T (s′)〉

〈ψ̃0
T (s′)|ψ̃0

T (s′)〉
ds′ 6=

∫ s

0
lim
T→∞

〈ψ̃0
T (s′)|Heff

T (s)|ψ̃0
T (s′)〉

〈ψ̃0
T (s′)|ψ̃0

T (s′)〉
ds′ (10.100)

6=
∫ s

0

〈ψ̃0
∞(s′)|Heff

∞ (s)|ψ̃0
∞(s′)〉

〈ψ̃0∞(s′)|ψ̃0∞(s′)〉
ds′ (10.101)

6=
∫ s

0
λeffnaive(s

′)ds′ (10.102)
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La véritable phase dynamique effective est définie par

λeff∞ (s) =
d

ds
lim
T→∞

∫ s

0

〈ψ̃0
T (s′)|Heff

T (s)|ψ̃0
T (s′)〉

〈ψ̃0
T (s′)|ψ̃0

T (s′)〉
ds′ (10.103)

et avec limT→∞ ψ̃0
T (s) = |i0, s〉, on obtient finalement pour T ∈ V(∞)

ψ0
T (s) ∼ e−ı~

−1T
R t
0 λ

eff
∞ (s′)ds′−

R s
0

〈i0,s′|∂s′ |i
0,s′〉

〈i0,s′|i0,s′〉
ds′ |i0, s〉 (10.104)

Avec cette définition de la phase dynamique effective, on retrouve bien la conservation de la
phase totale

ı~−1Tλeff∞ (s) +
〈i0, s|∂s|i0, s〉
〈i0, s|i0, s〉 ds ∼ ı~−1Tλi(s) + 〈i, s|∂s|i, s〉 (10.105)

Preuve :

ı~−1T

∫ s

0

λeff
∞ (s′)ds′ ∼ ı~−1T

∫ s

0

〈ψ0
T (s′)|Heff

T (s)|ψ0
T (s′)〉

〈ψ0
T (s′)|ψ0

T (s′)〉 ds′ (10.106)

∼ ı~−1T

∫ s

0

〈ψ0
T (s′)|H(s′)ΩT (s′)|ψ0

T (s′)〉
〈ψ0

T (s′)|ψ0
T (s′)〉 ds′ (10.107)

∼ ı~−1T

∫ s

0

〈ψt(s
′)|i〉〈i|H(s′)|ψT (s′)〉〈i|ψT (s′)〉

〈i|ψT (s′)〉〈ψT (s′)|i〉〈i|ψT (s′)〉 ds′ (10.108)

∼ ı~−1T

∫ s

0

〈i|H(s′)|ψT (s′)〉
〈i|ψT (s′)〉 ds′ (10.109)

∼ ı~−1T

∫ s

0

ı~

T

〈i|∂s′ |ψT (s′)〉
〈i|ψT (s′)〉 ds′ (10.110)

∼ ı~−1T

∫ s

0

ı~

T

∂

∂s′
ln〈i|ψT (s′)〉ds′ (10.111)

∼ − ln〈i|ψT (s)〉 (10.112)

∼ − ln〈i|ψ∞(s)〉 (10.113)

ı~−1Tλeff
∞ (s) ∼ − ∂

∂s
ln〈i|ψ∞(s)〉 (10.114)

∼ −〈i|∂s|ψ∞(s)〉
〈i|ψ∞(s)〉 (10.115)

∼ ı~−1Tλi(s) + 〈i, s|∂s|i, s〉 −
〈i|∂s|i, s〉
〈i|i, s〉 (10.116)

∼ ı~−1Tλi(s) + 〈i, s|∂s|i, s〉 −
〈i, s|i〉〈i|i, s〉〈i|i〉
〈i|i, s〉〈i, s|i〉 (10.117)

∼ ı~−1Tλi(s) + 〈i, s|∂s|i, s〉 −
〈i0, s|∂s|i0, s〉
〈i0, s|i0, s〉 (10.118)

et finalement

ı~−1Tλeff
∞ (s) +

〈i0, s|∂s|i0, s〉
〈i0, s|i0, s〉 ∼ ı~

−1Tλi(s) + 〈i, s|∂s|i, s〉 (10.119)

�
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On peut illustrer différemment cette difficulté liée à la phase dynamique. Soit Ĥeff
∞ (s) =

λeff∞ (s)|i〉〈i| 6= λi(s)|i〉〈i| = Heff
∞ (s). On a

Ĥeff
∞ (s)|ψ0

∞(s)〉 = λeff∞ (s)〈i|ψ0
∞(s)〉|i〉 (10.120)

∼ ı~

T

〈i|∂s|ψ∞(s)〉
〈i|ψ∞(s)〉 〈i|ψ

0
∞(s)〉|i〉 (10.121)

∼ ı~

T
〈i|∂sψ∞(s)〉|i〉 (10.122)

∼ ı~

T
∂s〈i|ψ∞(s)〉|i〉 (10.123)

∼ ı~

T
∂s|ψ0

∞(s)〉 (10.124)

avec de plus
Heff
∞ (s)|ψ0

∞(s)〉 = λi(s)|ψ0
∞(s)〉 (10.125)

ψ0
∞ est donc un vecteur propre instantané de Heff

∞ et c’est en même temps la solution de l’équation
de Schrödinger de Ĥeff

∞ . Ceci montre la difficulté du passage à la limite adiabatique dans l’approxi-
mation effective. Pour un opérateur indépendant de T , la fonction d’onde est à la fois état propre
instantané et solution de l’équation de Schrödinger pour cet opérateur, alors que dans la théorie
effective, on ne conserve cette propriété qu’au prix de l’introduction de deux Hamiltoniens effectifs,
un pour lequel la fonction d’onde effective est état propre et l’autre pour lequel elle est solution de
l’équation de Schrödinger.

La démonstration peut être généralisée sans difficultés au cas multidimensionnel, avec

Eeff∞ (s)ij =
d

ds
lim
T→∞

∫ s

0

∑

k

T−1
ik,T (s′)〈ψ̃0

k,T (s′)|Heff
T (s′)|ψ̃0

j,T (s′)〉ds′ (10.126)

où limT→∞ ψ̃0
i,T = |i0, s〉, et

ı~−1TEeff∞ (s)ij +
∑

k

T−1
ik (s)〈k0, s|∂s|j0, s〉 ∼ ı~−1λi(s)δij + 〈i, s|∂s|j, s〉 (10.127)

avec Tik(s) = 〈i0, s|k0, s〉.

En résumé

Nous avons vu dans ce chapitre qu’à la limite adiabatique, l’opérateur d’onde temporel est
une succession d’opérateurs d’onde stationnaires instantanés. Cette propriété nous a permis de
définir deux mesures de la non-adiabaticité d’un système dynamique. Nous avons vu par ailleurs,
que les phases géométrique et dynamique du transport parallèle étaient contenues dans l’opérateur
d’évolution effectif, mais que la nature non-uniforme de la limite adiabatique, rendait délicat le
calcul de la phase dynamique à partir de l’Hamiltonien effectif. D’autre part, que ce soit dans le
cas adiabatique ou non, l’action de l’opérateur d’onde sur une fonction définie comme un transport
parallèle, donne une fonction qui a la forme d’un transport parallèle, de même opérateur d’holonomie
(la phase totale se conserve dans le passage d’une théorie effective à la théorie naturelle). Notons que
c’est la phase totale qui se conserve et pas les phases géométrique et dynamique individuellement.
Dans le chapitre suivant, le résultat concernant la limite adiabatique de l’opérateur va être mis à
profit dans le problème du calcul de la base des espaces actifs sur le réseau de discrétisation de
M. L’identité des phases, permettrait de se contenter de faire les calculs à partir de Heff avec
pour espace actif, l’espace sélectionné au point initial du réseau (champ nul). Mais les difficultés
concernant la phase dynamique à la limite adiabatique, incitent plutôt à faire les calculs avec
l’Hamiltonien vrai H.
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Transport parallèle et opérateurs
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Une proposition en géométrie n’est souvent rien
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Nous avons vu au chapitre 9, que la théorie des opérateurs d’onde, permet de calculer des vec-
teurs propres de l’Hamiltonien (de Floquet ou non, en (t, θ) ou non). Ces opérateurs peuvent être
déterminés numériquement en utilisant un algorithme d’intégration de l’équation de Bloch, type
RDWA, ou une méthode dépendante du temps. Enfin l’algorithme WOSA permet de sélectionner
l’espace actif associé à l’opérateur d’onde. Chapitre 10, nous avons vu que l’opérateur d’onde tem-
porel est, à la limite adiabatique, une succession d’opérateurs d’onde de Bloch instantanés. Nous
allons dans ce chapitre, exploiter ces résultats pour notre modèle géométrique de dynamique quan-
tique.
On a déjà évoqué la façon d’utiliser la théorie des opérateurs d’onde pour le calcul des vecteurs
propres instantanés en chaque point du réseau X du transport adiabatique discret. On va voir ici,
que la théorie des opérateurs d’onde, permet de plus, de corriger d’éventuelles erreurs à l’adiabati-
cité forte. Partie I chapitre 3, a été étudiée la théorie des espaces actifs se déformant, qui est décrite

par le fibré universel (V
(0)
M (Cn), GM (Cn), G, πU ). On a vu comment le cas adiabatique se plongeait

dans ce modèle (par le théorème de classification universelle) et on a donné une version discrète de
celui-ci. Mais pour les systèmes où l’adiabaticité forte n’est jamais vérifiée, mais pour lesquels une
adiabaticité faible peut être définie, ce travail n’a pas été effectué. Ainsi si on désigne par M la
variété de contrôle d’un système dynamique satisfaisant à une condition d’adiabaticité faible, on a
un diagramme commutatif :

J
f∗←−−−− V

(0)
M (Cn)

πJ

y
yπU

M f−−−−→ GM (Cn)

où (J,M, G, πJ ) est le fibré principal des espaces actifs se déformant sur la variété de contrôle,
et

f :
M → GM (Cn)
~R 7→ ∑M

a=1 |ψ̃a(~R)〉〈ψ̃a(~R)| (11.1)

où (|ψ̃a(~R)〉)a=1,...,M est une base de l’espace actif se déformant sur M. Le transport parallèle
dans J engendre une phase de Aharonov-Anandan. Le problème est de trouver la fonction f ;
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fonction qui définit complètement le modèle d’espace actif se déformant, ce qui revient à sélectionner
les vecteurs {|ψ̃a(~R)〉}. Dans le cas adiabatique au sens fort, on sait que l’image de f est une sous-
variété de projecteurs spectraux. On propose ici, de donner (dans le cas discret), un modèle basé
sur la théorie des opérateurs d’onde, qui va définir f . De plus, c’est le “mixage” de ce modèle de
transport parallèle non-adiabatique discret avec le modèle de transport adiabatique discret, qui
va nous donner une méthode de correction des erreurs à l’adiabaticité forte, le lien entre les deux
modèles étant le théorème adiabatique de l’opérateur d’onde. Tout ceci fait l’objet de la première
section de ce chapitre. Dans la seconde, nous proposons une formulation géométrique de la théorie
des opérateurs d’onde temporel, que l’on peut considérer comme la version continue du modèle
discret de la première section.

11.1 Transport parallèle discret par succession d’opérateurs d’onde
temporels

Dans cette section, nous établissons une formule de transport parallèle discret (sans hypothèses
adiabatiques fortes), puis nous explicitons l’usage des opérateurs d’onde dans la méthode numérique
de transport adiabatique discret.

11.1.1 Transport parallèle discret

On considère un système dynamique quantique d’Hamiltonien t 7→ H(t) sur un espace de Hil-
bert H. On désigne par U(t, 0) l’opérateur d’évolution engendré par H(t). Soit PN = {0 = t0 <
t1 < t2 < ... < tN = t} une partition de [0, t] telle que ∆ti = ti+1 − ti puisse être considéré comme
au voisinage de zéro par rapport au temps d’interaction expérimentalement significatif. Soit S0 un
espace actif de dimension M sélectionné au temps t = 0. On a U(t, 0) = T

∏N−1
i=0 U(ti+1, ti). On dé-

signe par Si = U(ti, 0)S0 = U(ti, ti−1)Si−1 l’espace actif déformé au temps ti et par Pi le projecteur
orthogonal sur Si (on remarquera que dimSi+1 = dimSi). Soit Ωi = U(ti+1, ti)(PiU(ti+1, ti)Pi)

−1

l’opérateur d’onde temporel au temps ti (on suppose la partition PN choisie de manière à ce que

distFS(Si+1, Si) <
π
2 ), et soit U eff (ti+1, ti) l’opérateur d’évolution effectif engendré par Heff

i (t) =
PiH(t)Ωi(t). Au lieu de ne considérer qu’un seule étape avec un seul opérateur d’onde associé
à S0, on considère une succession d’opérateurs d’onde associés aux espaces Si qui se déforment
en fonction de la partition du temps. Une telle méthode multipas, peut être utile si par exemple
distFS(SN , S0) = π

2 où le traitement en un pas est impossible. On a clairement la propriété fonda-
mentale suivante :

∀i, U(ti+1, ti)Pi = ΩiU
eff (ti+1, ti)Pi (11.2)

d’où

U(t, 0) = T

N−1∏

i=0

ΩiU
eff (ti+1, ti)Pi (11.3)

Soit (ψ̃ia)a=1,...M une base orthonormée de Si. Une analyse continue requérait une condition C1 sur
cette base, mais dans une analyse discrète, on n’a besoin que d’une condition plus faible, que l’on
désignera par C1-faible, et donnée par :

〈ψ̃i+1
a |ψ̃ib〉+ 〈ψ̃ia|ψ̃i+1

b 〉 = 2δab +O(∆t2i ) (11.4)

Soit ∀i < N , ψ̃0,i+1
a = Piψ̃

i+1
a la projection du a-ième vecteur de la (i+1)-ième base sur le i-ème

espace actif. Soit Zi la matrice dont la a-ème colonne est la liste des composantes de ψ̃ia dans une
base de référence de H. Notons que Z†iZi = IM . On a de plus

Ωi =
∑

a,b

(U−1
i Ti+1Ui)

−1
ab |ψi+1

a 〉〈ψ0,i+1
b | (11.5)
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où (Ti+1)ab = 〈ψ̃0,i+1
a |ψ̃0,i+1

b 〉 et où Ui ∈ U(M) est tel que ψ0,i+1
b =

∑
b(Ui)baψ

0,i+1
b soit la solution

à t = ti+1 de l’équation ı~∂tψ(t) = Heff
i (t)ψ(t) avec ψ(ti) = ψ̃0,i

a .

Ωi =
∑

abcd

(U−1
i )ac(T

−1
i+1)cd(Ui)db|ψi+1

a 〉〈ψ0,i+1
b | (11.6)

=
∑

cd

(T−1
i+1)cd

(
∑

a

(U−1
i )ac|ψi+1

a 〉
)(

∑

b

(Ui)db〈ψ0,i+1
b |

)
(11.7)

=
∑

cd

(T−1
i+1)cd|ψ̃i+1

c 〉〈ψ̃0,i+1
d | (11.8)

On définit Ai (le potentiel de jauge discret) par

Ai∆ti = IM − Z†i+1Zi (11.9)

En utilisant la condition C1-faible, on trouve
[
Z†iZi+1

]

ab
= δab + (Ai)ab∆ti +O(∆ti) (11.10)

avec (Ai)ab =
δab−〈ψ̃i+1

a |ψ̃ib〉
∆ti

. On a de plus

(Ti+1)ab =
∑

cd

〈ψ̃i+1
a |ψ̃ic〉〈ψ̃id|ψ̃i+1

b 〉〈ψ̃ic|ψ̃id〉 (11.11)

=
∑

c

〈ψ̃i+1
a |ψ̃ic〉〈ψ̃ic|ψ̃i+1

b 〉 (11.12)

=
[
Z†i+1ZiZ

†
iZi+1

]

ab
(11.13)

= δab +O(∆t2i ) (11.14)

et on trouve

Ωi =
∑

abc

(T−1
i+1)ab〈ψ̃i+1

b |ψ̃ic〉|ψ̃i+1
a 〉〈ψ̃ic| (11.15)

=
∑

ac

[
Z†i+1Zi

]

ac
|ψ̃i+1
a 〉〈ψ̃ic|+O(∆t2i ) (11.16)

=
∑

ac

[IM −Ai∆ti]ac |ψ̃i+1
a 〉〈ψ̃ic|+O(∆t2i ) (11.17)

=
∑

ac

[
e−Ai∆ti

]
ac
|ψ̃i+1
a 〉〈ψ̃ic|+O(∆t2i ) (11.18)

de plus

Heff
i (ti)∆ti =

∑

ab

〈ψ̃ia|PiH(ti)Ωi|ψ̃ib〉|ψ̃ia〉〈ψ̃ib|∆ti (11.19)

=
∑

ab

〈ψ̃ia|H(ti)|ψ̃ib〉∆ti|ψ̃ia〉〈ψ̃ib|+O(∆t2i ) (11.20)

=
∑

ab

(Ei)ab∆ti|ψ̃ia〉〈ψ̃ib|+O(∆t2i ) (11.21)

En écrivant que U eff (ti+1, ti) ∼ e−ı~−1Heff
i (ti)∆ti ∼∑ab

[
e−ı~

−1Ei∆ti
]

ab
|ψ̃ia〉〈ψ̃ib|, on a

U(t, 0)P0 ∼ T

N−1∏

i=0

(
∑

abc

[
e−Ai∆ti

]
bc

[
e−ı~

−1Ei∆ti
]

ca
|ψ̃i+1
b 〉〈ψ̃ia|

)
(11.22)

∼
∑

ab

[
T

N−1∏

i=0

e−Ai∆tie−ı~
−1Ei∆ti

]

ba

|ψ̃Nb 〉〈ψ̃0
a| (11.23)
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En enfin, si ψ(0) = ψ̃0
a alors

ψ(t) = T

N−1∏

i=0

ΩiU
eff (ti+1, ti)ψ̃

0
a (11.24)

=
∑

b

[
T

N−1∏

i=0

e−Ai∆tie−ı~
−1Ei∆ti

]

ba

ψ̃Nb (11.25)

Une succession de transformations opérateurs d’onde est donc un transport parallèle discret,
pour lequel la succession des Hamiltoniens effectifs est responsable de la phase dynamique non-
abélienne et la succession des opérateurs d’onde est responsable de la phase de Aharonov-Anandan
non-abélienne. Comme dans le cas du transport adiabatique discret, on a une définition intrinsèque

du potentiel de jauge discret : (Ai)ab =
δab−〈ψ̃i+1

a |Ωi|ψ̃ib〉
∆ti

. Notons que la formule 11.24 est exacte,
ainsi que la formule

ψ(t) =
∑

b

[
T

N−1∏

i=0

Ωie
−ı~−1Heff

i (ti)∆ti

]

ba

ψ̃Nb (11.26)

si l’Hamiltonien est une fonction en escalier associée à la partition PN . Notons enfin la grande
similitude avec le transport adiabatique discret, qui est de plus renforcée par le fait qu’à la limite
adiabatique 〈ψ̃i+1

a |Ωi|ψ̃ib〉 = 〈a, i + 1|Pi+1(PiPi+1Pi)
−1|b, i〉 = 〈a, i+ 1|b, i〉 +O(∆t2i ), ce qui assure

que le transport parallèle discret associé à une succession d’opérateurs d’onde est un transport
adiabatique discret à la limite adiabatique.
Cette formule nous permet de considérer un modèle géométrique discret analogue à celui du chapitre
7, mais pour une adiabaticité faible (espaces actifs se déformant). Soit X un réseau de discrétisation
de M, construit à la manière du chapitre 7 avec des mailles uniformes par rapport à la distance
de Fubini-Study (ou à la distance cordale). Le réseau X étant choisi de manière que d’un point à
un de ses plus proches voisins, un seul paramètre de contrôle varie, on calcule pour chaque point
x ∈ X, (Ei)ab = 〈ψia|H(x)|ψib〉, H(x) étant l’Hamiltonien pour les paramètres de contrôle en x, et
pour chaque arête 〈xy〉 entre plus proches voisins, on calcule Ωxy correspondant à l’Hamiltonien

H(~R(t)) où t 7→ ~R(t) est une interpolation linéaire telle que ~R(0) = x et ~R(∆txy) = y, sur une durée
arbitraire ∆txy. Notons que les vitesses de parcours dans X, entre les points x et y ne devront par
trop s’écarter de la durée ∆txy pour que la description reste valide. Comme dans le cas adiabatique
la matrice fxy ∈ C1(X,GL(M,C)) telle que (fxy)ab = 〈ψya |Ωxy|ψxb 〉, constitue la connexion discrète.
Si le système vérifie un théorème adiabatique (régime adiabatique au sens fort), alors le réseau X
d’espaces actifs, du fait du théorème adiabatique des opérateurs d’onde, devient un réseau d’espaces
actifs adiabatiques comme dans le chapitre 7.

11.1.2 Opérateurs d’onde et transport adiabatique discret

Comme nous l’avons déjà expliqué, la construction de X dans le cas du transport adiabatique
discret, se fait en calculant les vecteurs propres instantanés à l’aide des opérateurs d’onde de Bloch,
eux-mêmes calculés à partir de l’algorithme RDWA. Lorsque des difficultés se présentent en un point
x (par exemple à cause d’un état intrus), on peut utiliser la méthode dépendante du temps explicitée
au chapitre 9 par calculer l’opérateur d’onde temporel afin d’obtenir des vecteurs propres (moins
convergés), avec H(t) = Hx+(Hy−Hx)f(t) où f(t) = t/∆txy pour t ∈ [0,∆txy]. Ceci est équivalent
à utiliser l’opérateur d’onde temporel comme dans le paragraphe précédent : on calcule en fait une
base de l’espace actif (non-adiabatique) en y à partir de x, mais proche (au sens de Fubini-Study)
des vecteurs propres. Les points ou les zones où on a recours à cette méthode ne correspondent plus
au transport adiabatique (adiabaticité forte), mais à des régions où le régime devient adiabatique
faible, la base de l’espace actif, qui n’est plus tout à fait une base propre, prenant en compte l’effet
des états intrus. Ce subterfuge permet de corriger les erreurs à l’adiabaticité forte, la cohérence
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étant assurée par le théorème adiabatique de l’opérateur d’onde, qui affirme que dans les zones où
le régime peut être considéré comme adiabatique fort, le transport parallèle discret par opérateurs
d’onde est le transport adiabatique discret.

11.2 Formulation géométrique des opérateurs d’onde temporels

On a vu dans le chapitre précédent que la théorie effective des opérateurs d’onde préservait le
transport parallèle, les phases de Berry et dynamique étant contenues dans l’opérateur d’évolution
effectif. Dans la section précédente, on a vu qu’une succession de transformations opérateurs d’onde,
est un transport parallèle discret, où l’opérateur d’onde est responsable du phénomène de phase
géométrique et où l’Hamiltonien effectif est responsable de la phase dynamique. Dans cette section,
nous montrerons que l’opérateur d’onde associé à une transformation en un seul pas, est lui-même
un transport parallèle. La théorie des opérateurs d’onde ne conservant pas l’auto-adjonction, on se
place directement dans le fibré universel dissipatif U0 = (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ), et on
reprend les notations des sections 3.4 et 3.5.
Avant d’introduire cette formulation géométrique des opérateurs d’onde, nous devons toutefois
préciser certains points.

11.2.1 Généralisation maximale de la théorie des phases géométriques en mé-
canique quantique

À de nombreuses reprises au cours de ce texte, nous avons introduit des propositions exprimant
la fonction d’onde d’un système dynamique quantique en termes d’une phase géométrique et d’une
phase dynamique, la proposition la plus générale portant sur un espace actif se déformant. C’est
cette dernière proposition que l’on généralise ici.

Proposition 11. Soit un système dynamique quantique gouverné par un Hamiltonien t 7→ H(t)
sur H. Soit t 7→ S(t) un espace actif se déformant de projecteur orthogonal P (t) qui par définition
satisfait à l’équation de Schrödinger-von Neumann

ı~
dP (t)

dt
= [H(t), P (t)] (11.27)

Soit (|α(t)〉)α=1,...M une base de S(t) (sans aucune hypothèse d’orthonormalisation) et soit
(|α(t)]〉)α=1,...M une base qui lui est biorthognale, c’est à dire telle que

∀t,∀α, β = 1, ...,M 〈α(t)]|β(t)〉 = δαβ (11.28)

Soit t 7→ ψα(t) solution de l’équation de Schrödinger

ı~∂tψα(t) = H(t)ψα(t) ψα(0) = |α(0)〉 (11.29)

Par définition de l’espace actif se déformant, on a ψα(t) ∈ S(t). Alors la représentation de ψα dans
l’espace actif est

ψα(t) =
M∑

β=1

[
Te−ı~

−1
R t
0 E(t′)dt′−

R t
0 A(t′)dt′

]

βα
|β(t)〉 (11.30)

où les matrices E et A de MM×M (C) sont définies par

E(t)αβ = 〈α(t)]|H(t)|β(t)〉 A(t)αβ = 〈α(t)]|∂t|β(t)〉 (11.31)



222 CHAPITRE 11. TRANSPORT PARALLÈLE ET OPÉRATEURS D’ONDE

Preuve :

On sait que ψα(t) ∈ S(t) ∀t, comme {|α(t)〉} est une base de S(t), ∀α et ∀t, ∃{Uβα(t) ∈
C}β=1,...,M tel que

ψα(t) =

M∑

β=1

Uβα(t)|β(t)〉 (11.32)

On groupe les nombres {Uβα}α,β au sein d’une matrice U ∈ MM×M (C). ψα étant solution de
l’équation de Schrödinger, on a

ı~
∑

β

U̇βα(t)|β(t)〉 + ı~
∑

β

Uβα(t)∂t|β(t)〉 =
∑

β

Uβα(t)H(t)|β(t)〉 (11.33)

En projetant cette équation sur |γ(t)]〉, on a

U̇γα = −ı~−1
∑

β

Uβα〈γ(t)]|H(t)|β(t)〉 −
∑

β

Uβα〈γ(t)]|∂t|α(t)〉 (11.34)

en réécrivant cette équation sous forme matricielle

∂tU = (−ı~−1E(t)−A(t))U (11.35)

qui a pour solution

U(t) = Te−ı~−1
R

t
0

E(t′)dt′−
R

t
0

A(t′)dt′ (11.36)

�

Cette proposition est le contexte le plus général d’apparition d’un phénomène de phase géo-
métrique en mécanique quantique. Si on suppose {|α(t)〉} orthonormée (et donc birothogonale
à elle-même), on retrouve la théorie des phases de Aharonov-Anandan non-abéliennes introduite
chapitre 3. De même si H est auto-adjoint, avec pour {|α(t)〉} une base de vecteurs propres ins-
tantanés, où si H n’est pas auto-adjoint avec pour {|α〉} une base de vecteurs propres généralisés
et |α]〉 = |α∗〉, on retrouve la théorie des phases de Berry-Simon non-abéliennes. Enfin les phases
dynamique et géométrique effectives introduites au chapitre précédent satisfont à cette proposition.
En introduisant Z(t) la matrice des vecteurs {|α(t)〉} dans une base de référence de H, et Z](t) la
matrice des vecteurs {|α(t)]〉} dans cette même base, on a

E(t) = Z](t)†H(t)Z(t) A(t) = Z](t)†∂tZ(t) (11.37)

A = Z]†dZ est le potentiel de jauge d’une connexion de (V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) dont
la condition d’horizontalité et donnée par la propriété suivante.

Propriété 16. Soit {t 7→ ψα(t)}α=1,...M un ensemble de fonctions de S(t) telles que ψα(0) = |α(0)〉.
{ψα} sont les fonctions d’onde de l’espace actif se déformant sans phase dynamique, i.e.

ψα(t) =
M∑

β=1

[
Te−

R t
0 A(t′)dt′

]

βα
|β(t)〉 (11.38)

si et seulement si

〈C](t)ψα(t)|∂t|ψβ(t)〉 = 0 ∀α, β (11.39)

où C](t) est un opérateur de S(t) défini par

∀α, C](t)|α(t)〉 = |α(t)]〉 (11.40)
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Preuve :

Premièrement. On suppose que ψα est la fonction d’onde de l’espace actif se déformant, i.e.
ψα(t) =

∑
β Uβα|β(t)〉, avec U(t) = Te−

R t
0

A(t′)dt′ . Par définition dU
dt = −AU , donc

∂tψα = −
∑

βγ

AβγUγα|β(t)〉+
∑

β

Uβα∂t|β(t)〉 (11.41)

On projette cette équation sur 〈C]ψε| =
∑

δ U
∗
εδ〈δ(t)]|

〈C]ψε|∂t|ψα〉 = −
[
U †AU

]
εα

+
[
U †AU

]
εα

= 0 (11.42)

Deuxièmement. On suppose que 〈C]ψγ |∂t|ψα〉 = 0. ψα(t) ∈ S(t) et {|α(t)〉} est une base de
S(t), donc ∃Uβα(t) ∈ C tels que ψα(t) =

∑
β Uβα(t)|β(t)〉, d’où

〈C]ψγ |∂t|ψα〉 = 0 ⇒
∑

δβ

U∗
βαU̇βα〈δ(t)]|β(t)〉 +

∑

βγ

U∗
βγUβα〈δ(t)]|∂t|β(t)〉 (11.43)

⇒
[
U †U̇

]

γα
= −

[
U †AU

]
γα

(11.44)

et donc U̇ = −AU . �

La réintégration de la phase dynamique se fait en utilisant un composite comme explicité cha-
pitre 6.

11.2.2 Expression géométrique des opérateurs d’onde

Soit P0, P ∈ GM (Cn), Z ∈ π−1
U (P ) et Z0 ∈ π−1

U (P0) (i.e. P = ZZ† et P0 = Z0Z
†
0). Si

distFS(Z,Z0) <
π
2 alors (P0PP0)

−1 existe et peut définir un opérateur d’onde de Bloch généra-
lisé P (P0PP0)

−1 (généralisé car pour l’opérateur d’onde de Bloch usuel, P et P0 doivent être des
projecteurs spectraux). Soient {|α0〉} et {|α〉} des bases de Z0 et Z. On a

P0PP0 =
∑

αβγ

|α0〉〈α0|β〉〈β|γ0〉〈γ0| (11.45)

=
∑

αγ

[
Z†0ZZ

†Z0

]

αγ
|α0〉〈γ0| (11.46)

d’où

(P0PP0)
−1 =

∑

αγ

[
(Z†Z0)

−1(Z†0Z)−1
]

αγ
|α0〉〈γ0| (11.47)

et donc

P (P0PP0)
−1 =

∑

αβγ

[
(Z†Z0)

−1(Z†0Z)−1
]

αγ
|β〉〈β|α0〉〈γ0| (11.48)

=
∑

βγ

[
Z†Z0(Z

†Z0)
−1(Z†0Z)−1

]

βγ
|β〉〈γ0| (11.49)

=
∑

βγ

[
(Z†0Z)−1

]

βγ
|β〉〈γ0| (11.50)

L’opérateur d’onde de Bloch P (P0PP0)
−1 est donc une application linéaire de π−1

E (P0) vers

π−1
E (P ) représentée par la matrice (Z†0Z)−1 (on rappelle que (E,GM (Cn),CM , πE) est le fibré

vectoriel associé à U0).
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Considérons maintenant l’opérateur d’onde temporel Ω(t) = U(t, 0)(P (0)U(t, 0)P (0))−1 . Soit

V (t) = Te−ı~
−1

R t
0 E(t′)dt′−

R t
0 A(t′)dt′ où E(t) = Z(t)†H(t)Z(t) , A(t) = Z(t)†∂tZ(t) et où πU(Z(t)) =

P (t) est solution de l’équation de Schrödinger-von Neumann :

ı~
dP (t)

dt
= [H(t), P (t)] (11.51)

On a alors pour la fonction d’onde correspondant à la condition initiale ψα(0) = |α(0)〉, et
compte tenu de la théorie des phases de Aharonov-Anandan

ψα(t) = U(t, 0)|α(0)〉 =
∑

β

V (t)βα|β(t)〉 (11.52)

donc 〈β(t)|U(t, 0)|α(0)〉 = V (t)βα,

U(t, 0) =
∑

αβ

V (t)βα|β(t)〉〈α(0)| (11.53)

On peut donc écrire

P (0)U(t, 0)P (0) =
∑

αβγδ

V (t)βα|γ(0)〉〈γ(0)|β(t)〉〈α(0)|δ(0)〉〈δ(0)| (11.54)

=
∑

γα

[
Z†(0)Z(t)V (t)

]

γα
|γ(0)〉〈α(0)| (11.55)

donc

(P (0)U(t, 0)P (0))−1 =
∑

γα

[
V (t)−1(Z†(0)Z(t))−1

]

γα
|γ(0)〉〈α(0)| (11.56)

et finalement

U(t, 0)(P (0)U(t, 0)P (0))−1 =
∑

αβγδ

V (t)βδ

[
V (t)−1(Z†(0)Z(t))−1

]

γα
|β(t)〉〈δ(0)|γ(0)〉〈α(0)|(11.57)

=
∑

βα

[
V (t)V (t)−1(Z†(0)Z(t))−1

]

βα
|β(t)〉〈α(0)| (11.58)

=
∑

βα

[
(Z†(0)Z(t))−1

]

βα
|β(t)〉〈α(0)| (11.59)

11.2.3 L’opérateur d’onde temporel en tant que relèvement horizontal dans le
fibré des espaces actifs

Soit Z ∈ VM (Cn), ∀W ∈ VM (Cn) tel que distFS(W,Z) < π
2 , ZW = W (Z†W )−1 est tel

que Z†WZ = IM , en effet Z†WZ = (W †Z)−1W †Z = IM . L’ensemble de vecteurs défini par ZW
est birothogonal à la base définie par Z. On considère maintenant t 7→ Z(t) ∈ VM (Cn) tel
que πU(Z(t)) = P (t) soit solution de l’équation de Schrödinger-von Neumann et tel que ∀t,
distFS(Z(t), Z(0)) < π

2 . On sait que la fonction d’onde matricielle obtenue pour toutes les conditions
initiales pures, Ψ, solution de l’équation de Schrödinger, est

Ψ(t) = Z(t)Te−ı~
−1

R t
0
E]0(t

′)dt′−
R t
0
A]0(t

′)dt′ (11.60)

où

A]0(t) = (Z†(0)Z(t))−1Z†(0)∂tZ(t) E]0(t) = (Z†(0)Z(t))−1Z†(0)H(t)Z(t) (11.61)
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en d’autres termes A]0 = Z†Z(0)(t)∂tZ(t) et E]0 = Z†Z(0)(t)H(t)Z(t).

Soit Ω̃(t) = (Z†(0)Z(t))−1, alors

d

dt
(Z†(0)Z(t))−1 = −(Z†(0)Z(t))−1Z†(0)

dZ(t)

dt
(Z†(0)Z(t))−1 (11.62)

en d’autres termes
dΩ̃(t)

dt
= −A]0(t)Ω̃(t) (11.63)

On en conclut que

Ω(t) =
∑

αβ

[
Te−

R t
0 A

]
0(t

′)dt′
]

βα
|β(t)〉〈α(0)| (11.64)

L’opérateur d’onde temporel est donc un relèvement horizontal dans
(V 0

M (Cn), GM (Cn), GL(M,C), πU ) pour la connexion définie par le potentiel de jauge

A]Z(0)(ZZ
†) = (Z(0)†Z)−1Z†(0)dZ ∈ Ω1(GM (Cn), gl(M,C)). En fait la théorie des opérateurs

d’onde est associée à une famille de connexions définies par

V 0

M (Cn) → Ω1(GM (Cn), gl(M,C))

W 7→ A]W (ZZ†) = (W †Z)−1W †dZ = Z†WdZ
(11.65)

cette famille de connexions est aussi définie par une famille de 1-forme de connexion ωW :

∀F ∈ V 0

M (Cn),∀Φ ∈ TFV 0

M (Cn) ωW (Φ) = (W †F )−1W †Φ (11.66)

pour lesquels, les conditions d’horizontalité sont

(W †Ψ(t))−1W †∂tΨ(t) = 0 (11.67)

On retrouve la structure générale des phases géométriques introduite en début de section. Dans
la théorie usuelle des opérateurs d’onde, on choisit la connexion associée à la condition initiale
W = Z(0).

On veut séparer dans l’expression de ψα la phase géométrique de la phase dynamique. En vertu
du théorème de la représentation intermédiaire (cf. annexe A), on a

ψα(t) =
∑

β

[
Te−ı~

−1
R t
0 E

]
0(t

′)dt′−
R t
0 A

]
0(t

′)dt′
]

βα
|β(t)〉 (11.68)

=
∑

βγ

[
Te−

R t
0
A]0(t

′)dt′
]

βγ︸ ︷︷ ︸
Ω̃(t)βγ

[
Te−ı~

−1
R t
0

Ω̃(t′)−1E]0(t′)Ω̃(t′)dt′
]

γα
|β(t)〉 (11.69)

Mais

Ω̃−1(t)E]0(t)Ω̃(t) = Z†(0)Z(t)(Z†(0)Z(t))−1Z†(0)H(t)Z(t)(Z†(0)Z(t))−1 (11.70)

= Z†(0)H(t)Z(t)(Z†(0)Z(t))−1 (11.71)

et donc [
Ω̃(t)−1E]0(t)Ω̃(t)

]

αβ
=
∑

γ

〈α(0)|H(t)|γ(t)〉〈γ(t)|Ω(t)|β(0)〉 (11.72)

et finalement
∑

αβ

[
Ω̃(t)−1E]0(t)Ω̃(t)

]

αβ
|α(0)〉〈β(0)| = P (0)H(t)Ω(t) = Heff (t) (11.73)
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et donc
ψα(t) = Ω(t)Te−ı~

−1
R t
0
Heff (t′)dt′ |α(0)〉 (11.74)

On voit que la théorie des opérateurs d’onde temporels est simplement un phénomène de phase
géométrique où on a séparé phases géométrique et dynamique. L’Hamiltonien effectif associé à
l’opérateur d’onde, émerge spontanément comme le générateur de la phase dynamique conjugué
par la phase géométrique apportée par l’opérateur d’onde.
Notons le point important suivant. Contrairement à la connexion universelle, les connexions des
opérateurs d’onde ne sont pas définies sur toute la variété de base GM (Cn). Soit W ∈ VM (Cn), le

potentiel de jauge de l’opérateur d’onde, A]W = (W †Z)−1W †dZ est défini seulement pour πU (Z)
dans la boule ouverte de centre πU (W ) et de rayon π

2 (au sens de la distance de Fubini-Study), en
d’autres termes

Dom A]W = {ZZ† ∈ GM (Cn)|distFS(W,Z) <
π

2
} (11.75)

La connexion de l’opérateur d’onde ωW est donc une connexion pour le sous-fibré π−1
U (Dom A]W ).

La connexion de l’opérateur d’onde est plate, en effet si on calcule la courbure de l’opérateur d’onde,
on trouve

F ]W = dA]W+A]W∧A
]
W = −(W †Z)−2W †dZ∧W †dZ+(W †Z)−1W †dZ∧(W †Z)−1W †dZ = 0 (11.76)

En résumé

Nous avons défini une formule de transport parallèle discret basée sur la théorie des opérateurs
d’onde, et qui à la limite adiabatique tend vers la formule du transport adiabatique discret étudiée
au chapitre 7. Considérons à présent {ψ̃0

b (t)} la projection d’une base de l’espace actif se déformant
sur S(0). Nous avons vu au chapitre précédent que

ψ0
a(t) = U eff (t, 0)ψ̃0

a(0) =
∑

b

[
Te−ı~

−1
R t
0
Eeff (t′)dt′−

R t
0
Aeff (t′)dt′

]

ba
ψ̃0
b (t) (11.77)

où Ω(t)ψ0
a(t) = ψa(t). Le présent chapitre a montré que

ψa(t) = Ω(t)U eff (t, 0)ψ̃0
a(0) (11.78)

=
∑

bc

[
Te−

R t
0 A

]
0(t

′)dt′
]

bc

[
Te−ı~

−1
R t
0 Ω̃−1(t′)E]0(t′)Ω̃(t′)

]

ca
ψ̃0
b (t) (11.79)

on en conclut que Eeff (t) +Aeff (t) = Ω̃−1(t)E]Ω(t) et donc que

ψa(t) =
∑

bc

[
Te−

R t
0
A]0(t′)dt′

]

bc

[
Te−ı~

−1
R t
0
Eeff (t′)dt′−

R t
0
Aeff (t′)dt′

]

ca
ψ̃b(t) (11.80)

La méthode des opérateurs d’onde temporels fait donc apparâıtre deux phénomènes de phases
géométriques, un associé au relèvement par l’opérateur d’onde, A]0, et un associé au transport
interne à S(0), Aeff , qui est la partie géométrique issue de la conjugaison du générateur de la
phase dynamique par la phase géométrique de l’opérateur d’onde. En appliquant ces résultats à
chaque pas du transport parallèle discret, calculé sans approximation, pour toute partition de [0, t],
on obtient

ψa(t) = T

N−1∏

i=0

ΩiU
eff
i |ψ̃0

a(0)〉 (11.81)

=
∑

b

[
T

N−1∏

i=0

e−
R ti+1
ti

A]i(t
′)dt′e−ı~

−1
R ti+1
ti

Eeffi (t′)dt′−
R ti+1
ti

Aeffi (t′)dt′

]

ba

ψ̃0
b (t) (11.82)
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où (Eeffi )ab =
∑

c T
−1
i,ac〈ψ̃ia(t)|H

eff
i (t)|ψ̃ib(t)〉, (Aeffi )ab =

∑
c T
−1
i,ac〈ψ̃ia(t)|∂t|ψ̃ib(t)〉, où ψ̃ib(t) =

∑
d〈ψ̃c(ti)|ψ̃b(t)〉|ψ̃c(ti)〉 et Ti,ab = 〈ψ̃ia|ψ̃ib〉, et (A]i)ab =

∑
c Y
−1
i,ac〈ψ̃c(ti)|∂t|ψ̃b(t)〉 avec Yi,ab = 〈ψa(ti)|ψb(t)〉.
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Chapitre 12

CATM

Ainsi, il franchit les rideaux du Temps, il fit de l’ave-

nir et du passé une seule et même chose.

Franck Herbert - Les enfants de Dune

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas des systèmes dynamiques quantiques dans des
régimes où même l’adiabaticité faible n’est pas satisfaite. À priori, pour de tels systèmes où l’on
ne peut dégager aucun espace actif, les discussions précédentes ne s’appliquent pas. Nous allons
donc changer radicalement de point de vue. Nous ne cherchons pas à trouver pour cette dynamique
fortement non-adiabatique, une série d’espaces actifs se déformant, car il faudrait donner à ceux-ci
des dimensions proches de celle de l’espace de Hilbert total, ce qui enlève à la méthode tout intérêt.
Nous allons au contraire essayer, via un artifice purement numérique, de rendre artificiellement
adiabatique sur un domaine temporel étendu un processus qui ne l’est pas sur son domaine de dé-
part. Pour cela nous introduirons la “Méthode de la trajectoire adiabatique contrainte” (CATM) qui
utilise un artifice numérique pour décrire le système dynamique sur un espace actif artificiel. Cette
méthode est basée sur l’usage de potentiels optiques et sur la théorie de Floquet. Mais les potentiels
optiques que l’on considère, ne sont pas ici des frontières absorbantes semblables à celles utilisées
dans la recherche des résonances moléculaires, mais des potentiels temporels, non localisés spatia-
lement, qui apparaissent à une certaine date pour absorber certaines composantes de la fonction
d’onde. D’autre part, ce n’est pas la théorie de Floquet usuelle que l’on considère, mais la théorie
de Floquet généralisée. Soit [0, T ] 3 t 7→ H(t) l’Hamiltonien d’un système dynamique quantique
défini sur une durée d’interaction T . La théorie de Floquet généralisée reproduit artificiellement
l’interaction sur des périodes de T , et considère donc :

H	 :
R → L(H)
t 7→ H(t− nT ) avec n = [t/T ] division Euclidienne de t par T

(12.1)

H	 est alors périodique, on peut donc appliquer la théorie de Floquet, en posant θ = 2π
T t,

H	
F = H	(θ) − ı~2π

T ∂θ ∈ L(H ⊗ L2(S1, dθ2π )). Les solutions de H	
F ψ = 0, projetées sur le premier

bloc Floquet |0〉 ∈ L2(S1), sont solutions de l’équation de Schrödinger ı~∂tψ(t) = H(t)ψ(t) (pour
t = θT/(2π)). À la limite adiabatique la fonction d’onde serait, au sein de la théorie de Floquet,
proportionnelle à un vecteur propre de Floquet, solution de l’équation fondamentale H	

F ψn = εnψn.
Le problème qui rend caduque l’hypothèse adiabatique est que l’on ne mâıtrise pas les conditions
aux limites de ce vecteur propre : ψn(2π) = ψn(0), alors qu’au contraire la condition initiale de la
fonction d’onde ψ(0) = ψ0 est fixée par le problème physique avec en plus dans la quasi-totalité
des cas ψ(T ) 6= ψ(0). La solution ψ sera donc obtenue comme une superposition de tous les états
propres de Floquet, afin de reproduire les bonnes conditions aux limites : ψ(θ) =

∑
n cnψn(θ) avec

229
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∑
n cnψn(0) = ψ0. La méthode CATM permet une adiabaticité faible artificielle, en introduisant

des artifices qui permettent à ψ de ne se projeter que sur un seul état de Floquet.

12.1 Le concept de potentiel optique temporel

On considère un système dynamique quantique, d’Hamiltonien autoadjoint [0, T0] 3 t 7→ H(t) =
H0+V (t), où l’on suppose que V (0) = V (T0) = 0. Soient {|k〉}k les vecteurs propres de H0 (supposé
de spectre purement ponctuel). On suppose que l’état initial de la dynamique est ψ(0) = |i〉. On
suppose être dans le cas le plus général où ψ(T0) 6= ψ(0). On prolonge le temps d’interaction sur une
durée artificielle [T0, T ], sur laquelle on introduit des potentiels optiques temporels. Ces potentiels
sont présents sur tous les canaux k 6= i afin d’absorber les composantes de la fonction d’onde sur
ceux-ci, mais pas sur le canal initial i, afin d’obtenir une cyclicité artificielle sur la nouvelle fonction
d’onde ψ	 ∈ H⊗L2(S1, dθ2π ) avec θ = 2π

T t : |〈ψ	(2π)|ψ	(0)〉| = 1. Dans ces conditions, en utilisant
la théorie de Floquet généralisée, on a

H	
F ψ

	 = 0 (12.2)

et

ψ	(θ) = e−ı~
−1 ETθ

2π |λE(θ)〉 (12.3)

avec

H	
F |λE〉 = E|λE〉 E ∈ C (12.4)

E est une quasi-énergie de H	
F , la phase dynamique de Floquet apparaissant dans la formule

12.3 est la somme de la phase dynamique usuelle et de la phase de Aharonov-Anandan due à la
cyclicité artificielle que l’on impose à ψ	 (cf. chapitre 8). On trouve la solution réelle de l’équation
de Schrödinger à la fin de l’interaction physique T0, par

ψ(T0) = ψ	(2π
T0

T
) (12.5)

La figure 12.1 représente schématiquement la méthode CATM.

12.2 Analyse asymptotique

On analyse ici l’effet du potentiel optique durant la période artificielle [T0, T ], afin de vérifier
que l’on obtient bien le comportement attendu.

Propriété 17. Soit |λE〉 ∈ H ⊗ L2(S1) le vecteur propre de

H	
F = H0 + V (θT/(2π)) − ıVopt(θT/(2π))

∑

k 6=i
|k〉〈k| − ı~2π

T
∂θ (12.6)

où suppVopt ⊂ [T0, T ] avec Vopt ≥ 0, et V est prolongé par ∀t ∈ [T0, T ], V (t) = 0. Alors on a

∀t ∈ [T0, T ]

{
〈k|λE(2πt/T )〉 = 〈k|λE(2πT0/T )〉eı~−1(<E−Ek)(t−T0)e

−~−1
R t
T0

(=E+Vopt(t′))dt′ si k 6= i

〈i|λE(2πt/T )〉 = 〈i|λE(2πT0/T )〉eı~−1(<E−Ei)(t−T0)e−~−1=E(t−T0)

(12.7)
où H0|k〉 = Ek|k〉.

Démonstration :

Par définition on a

H	
F |λE〉 = E|λE〉 (12.8)
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Fig. 12.1 – Représentation schématique de la méthode CATM, avec le temps en abscisse et les
canaux moléculaires en ordonnée. Durant la période physique [0, T0], la fonction d’onde se répartit
depuis le canal initial (ici noté v = 1), vers tous les autres canaux. Des potentiels optiques absorbants
sont introduits durant la période artificielle [T0, T ] afin d’absorber le flux quantique sur les différents
canaux à l’exception du canal initial. Le résultat physique réel est obtenu par l’analyse de la fonction
en t = T0.

c’est à dire


H0 + V

(
θT

2π

)
− ıVopt

(
θT

2π

)∑

k 6=i

|k〉〈k| − ı~2π

T

∂

∂θ



 |λE(θ)〉 = E|λE(θ)〉 (12.9)

d’où ∀θ > 2π T0

T

ı~
2π

T

∂

∂θ
|λE(θ)〉 =



H0 − E − ıVopt

(
θT

2π

)∑

k 6=i

|k〉〈k|



 |λE(θ)〉 (12.10)

en projetant cette équation sur |k〉 (k 6= i) et sur |i〉 on a

ı~
2π

T

∂

∂θ
〈k|λE(θ)〉 =

(
Ek − E − ıVopt

(
θT

2π

))
〈k|λE(θ)〉 (12.11)

ı~
2π

T

∂

∂θ
〈i|λE(θ)〉 = (Ei − E)〈i|λE(θ)〉 (12.12)

Ces deux équations sont des équations différentielles ordinaires du premier ordre du type f ′(θ) =

λ(θ)f(θ), qui ont pour solution f(θ) = f(θ0)e
R θ

θ0
λ(θ′)dθ′

. D’où ∀θ > 2πT0/T

〈i|λE(θ)〉 = 〈i|λE(2πT0/T )〉e−ı~−1 T
2π (Ei−E)(θ−2π

T0
T ) (12.13)

= 〈i|λE(2πT0/T )〉e−ı~−1(Ei−E)(t−T0) (12.14)

〈k|λE(θ)〉 = 〈i|λE(2πT0/T )〉e−ı~−1(Ek−<E)(t−T0)e
− ~

−1T
2π

R θ
2πT0/T

(=E+Vopt(θ
′T/(2π)))dθ′

(12.15)

= 〈i|λE(2πT0/T )〉e−ı~−1(Ek−<E)(t−T0)e
−~

−1
R t

T0
(=E+Vopt(t

′))dt′
(12.16)
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Notons que cet effet asymptotique du potentiel optique temporel, est du au fait qu’il n’apparâıt
dans l’Hamiltonien qu’une dérivée première du temps, ce qui induit “une flèche du temps”. Le
potentiel temporel n’a d’influence sur le système qu’après avoir été allumé t > T0. Au contraire
pour les potentiels optiques spatiaux utilisés comme frontières absorbantes, la présence de dérivées
secondes de l’espace dans l’Hamiltonien influence la système à gauche et à droite du point de départ
des potentiels.
On rappelle que les résonances apparaissent dans le plan complexe inférieur, et que par conséquent
=E < 0. On voit donc qu’il existe deux situations :

1. |=E|(T − T0) <<
∫ T
T0
Vopt(t

′)dt′, alors si le potentiel optique est choisi de manière à ce que

e
−~−1

R T
T0
Vopt(t′)dt′ soit négligeable par rapport à la précision expérimentale souhaitée, ∀k 6= i,

〈k|λE(2π)〉 ' 0 et 〈i|λE(2π)〉 ' 〈i|λE(2πT0/T )〉eı~−1(<E−Ei)(T−T0). On trouve bien la condition
de cyclicité souhaitée : |〈ψ	(2π)|i〉| = 1 (en renormalisant par 〈i|λE(2πT0/T )〉).

2. |=E|(T − T0) est du même ordre ou est supérieur à
∫ T
T0
Vopt(t

′)dt′, alors le terme de création de

flux e−~−1=E(T−T0) va s’opposer au terme d’absorption e
−~−1

R T
T0
Vopt(t′)dt′ , le flux quantique sur

les canaux k 6= i ne va donc pas s’annuler à θ = 2π, et la cyclicité souhaitée n’est pas vérifiée.
La méthode CATM échoue donc.

La difficulté est que la quasi-énergie E, est l’énergie du système “délocalisée dans le temps”,
elle tient donc compte de toute la période [0, T ]. Ainsi E (et donc =E) dépend implicitement de la
fonction Vopt(t).

Lorsqu’elle fonctionne, la méthode CATM permet de forcer l’adiabaticité faible, en imposant
à la fonction d’onde, l’espace actif unidimensionnel {|λE〉}. Il serait nécessaire de développer une
généralisation multipas de cette méthode, pour pouvoir appliquer une théorie de transport parallèle
discret (comme au chapitre précédent) à des systèmes ne présentant pas d’adiabaticité faible.
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Conclusion de la partie II

On a vu au cours de cette partie, comment la théorie des opérateurs d’onde pouvait nous ai-
der dans le calcul numérique du transport adiabatique discret. L’algorithme WOSA, permet de
sélectionner l’espace actif au point initial du réseau correspondant au champ nul. Dans les régions
de la variété de contrôle M où l’on peut définir un régime adiabatique fort, les vecteurs propres
instantanés sont calculés en chaque point à partir de l’opérateur d’onde de Bloch, lui-même calculé
avec l’algorithme RDWA initialisé par l’opérateur d’onde d’un point proche voisin déjà connu. On
“propage” donc les vecteurs propres (ou plutôt les opérateurs d’onde de Bloch) d’un point à l’autre.
Cette “propagation” devrait permettre d’assurer une certaine continuité dans les conventions de
jauge. Cette continuité peut toutefois être rompue du fait d’une diagonalisation directe de l’Ha-
miltonien effectif à l’intérieur de la procédure RDWA. La méthode RDWA peut être améliorée par
l’usage d’une procédure Padé ou d’une procédure qui écarte les valeurs tests de l’algorithme des
valeurs propres effectives.
Dans les régions où un régime d’adiabaticité forte n’est pas possible, mais où il est possible de
définir une adiabaticité faible, on considère des successions d’opérateurs d’onde temporels, qui per-
mettent de définir une base d’un espace actif (non-adiabatique) en chaque point de ces régions.
En imposant à cette base de ne pas trop s’écarter d’une base de vecteurs propres, la procédure re-
vient à calculer des pseudo-vecteurs propres par un algorithme d’intégration de l’équation de Bloch
dépendant du temps, ces pseudo-vecteurs propres étant des corrections aux vecteurs propres (mal
isolés), tenant compte des états intrus. La cohérence entre les régions des deux régimes, est assurée
par le théorème adiabatique de l’opérateur d’onde, qui assure que si le régime devient adiabatique,
le transport parallèle par succession d’opérateurs d’onde, est équivalent au transport adiabatique
discret.
Enfin pour des régions où même l’adiabaticité faible n’est pas définie, il semble possible avec une
généralisation multipas et non-abélienne de la méthode CATM de forcer artificiellement l’adiabati-
cité faible. La succession d’opérations CATM pourrait apparâıtre comme un propagateur similaire
à un transport parallèle discret (d’un autre type que celui des opérateurs d’onde).
Un résumé schématique de cette partie est donné figure 12.2, qui correspond aussi au schéma
algorithmique de la méthode numérique de transport discret.
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Fig. 12.2 – Résumé schématique de la partie II. Les sphères sont associées à des modèles physiques et
les bôıtes à des algorithmes. Les numéros de chapitres auxquels se réfèrent théories ou algorithmes
sont indiqués par les bulles. PT-WOS = transport parallèle par succession d’opérateurs d’onde
(procédure temporelle du calcul des opérateurs d’onde). Ecart = procédure qui écarte les valeurs tests
des valeurs propres effectifs. Les lignes pleines correspondent aux interdépendances entre modèles et
méthodes, les lignes pointillées correspondent aux appels entre algorithmes (les nœuds étant associés
à des choix entre plusieurs procédures).
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Introduction

Dans les parties I et II, nous avons développé un modèle décrivant les systèmes photodyna-
miques quantiques, bien adapté à la résolution de problèmes de contrôle, et qui est traduisible
en une méthode numérique. Les systèmes dynamiques traités comme exemples dans les chapitres
précédents étaient très simples, essentiellement des atomes à 2 ou 3 niveaux. Nous nous intéres-
sons dans cette partie à l’application de l’ensemble des modèles et méthodes introduites dans les
chapitres précédents, à un système plus complexe, l’ion moléculaire H+

2 . Bien que ce système reste
très simple, il présente les caractéristiques essentielles des systèmes moléculaires (plusieurs états
électroniques, présence de continua,...). Présentant les ingrédients de la complexité tout en restant
de taille raisonnable, H+

2 est un bon système test, premier pas vers des applications plus difficiles
à la physique moléculaire.
Dans le milieu interstellaire, des molécules H+

2 sont crées par association radiative d’atomes d’hy-
drogène, par photoionisation de molécules H2, et par interaction de celles-ci avec des rayonnements
cosmiques. Ces ions moléculaires H+

2 du milieu interstellaire, sont alors détruits par photodissocia-
tion, recombinaison radiative et par production d’ions H+

3 . Nous nous intéressons ici au processus
de photodissociation de cette molécule.
H+

2 est composée de deux noyaux hydrogènes, et d’un électron. L’Hamiltonien de la molécule libre
s’écrit donc

H = − ~2

2mp
(∆1 + ∆2)−

~2

2me
∆− e2

(
1

|~x1 − ~x|
+

1

|~x2 − ~x|
− 1

|~x1 − ~x2|

)
(12.17)

où ~xi sont les coordonnées des protons de masse mp, ~x est la position de l’électron de masse me. On
effectue l’opération classique consistant à séparer le mouvement du centre de masse de la molécule
du mouvement relatif de ses constituants. De plus, la masse des protons étant beaucoup plus grande
que la masse de l’électron, on peut appliquer la méthode de Born-Oppenheimer et calculer les états
électroniques avec les noyaux figés. Ces états électroniques sont recherchés comme des combinaisons
linéaires des états des atomes d’hydrogène associés à chaque noyau (méthode LCAO). En ne conser-
vant que l’état électronique fondamental et le premier état excité (les autres n’intervenant pas dans
les applications qui vont suivre), on a une orbitale liante, 2Σ+

g , pour laquelle l’électron joue le rôle
de liaison entre les noyaux, et une orbitale antiliante, 2Σ+

u , pour laquelle les noyaux sont libres l’un
par rapport à l’autre. On ne considère ni la translation globale, ni la rotation de la molécule. Ces
choix sont liés au fait que seules les transitions vibrationnelles et la photodissociation sont étudiées
dans ce chapitre. Cependant, ne pas retenir la rotation qui module le couplage ~µ · ~E demeure une
approximation d’autant plus valable que le rotateur est peu excité et l’impulsion laser de courte
durée. Enfin, on suppose que la molécule est en interaction avec un champ d’amplitude E et de
fréquence effective ωeff (si la fréquence est modulée alors ωeff(t) = ω(t)+ ω̇(t)t). L’ion moléculaire
est alors décrit par l’espace de Hilbert L2(R+, dr)⊗C2⊗L2(S1, dθ2π ), où C2 est l’espace de Hilbert de
l’électron, auquel on associe la base des états électroniques (|2Σ+

g 〉, |2Σ+
u 〉) , L2(R+, dr) est l’espace

de Hilbert décrivant la vibration de la molécule, r étant la distance internucléaire. Enfin, L2(S1, dθ2π )
est l’espace de Hilbert décrivant les photons de la molécule habillée du rayonnement (cf. chapitre 8
sur la théorie de Floquet). L’Hamiltonien décrivant H+

2 habillée du champ est

HF = − ~2

2m

d2

dr2
⊗ 1C2 ⊗ 1L2(S1) (12.18)

+
(
V2Σ+

g
(r)⊗ |2Σ+

g 〉〈2Σ+
g |+ V2Σ+

u
⊗ |2Σ+

u 〉〈2Σ+
u |
)
⊗ 1L2(S1) (12.19)

+µ(r)⊗
(
|2Σ+

u 〉〈2Σ+
g |+ |2Σ+

g 〉〈2Σ+
u |
)
⊗E cos(θ) (12.20)

−1L2(R+) ⊗ 1C2 ⊗ ı~ωeff
∂

∂θ
(12.21)
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µ est le moment dipolaire électrique (on remarquera qu’il couple l’orbitale liante avec l’antilante),
et m est la masse réduite du diatome. Enfin V2Σ+

u/g
(r) sont les surfaces d’énergie potentielle, cf.

12.3.

2 4 6 8 10
r Ha.u.L
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Fig. 12.3 – Les surfaces d’énergie potentielle V2Σ+
u/g

(r) en fonction de la distance internucléaire r

(unités atomiques).

Les paramètres de contrôle du système sont ~R = (E,ωeff ), qui forment la variété M. On note

H0 = − ~

2m
d2

dr2 + V2Σ+
u/g

(r) l’Hamiltonien de la molécule libre (sans le champ). Une dynamique

particulière, apparâıt donc comme une application

t 7→ HF (t) = H0 + µ(r)E(t) cos(θ)− ı~ωeff (t)∂θ (12.22)

t étant le temps lent. Dans l’état électronique 2Σ+
g la molécule possède dix-huit états liés dans

le puits de potentiel. De plus, elle présente deux continua, l’un associé à la surface 2Σ+
g et situé

au dessus du puits, l’autre associé à l’état électronique 2Σ+
g . On note Spd le spectre discret sous-

ensemble de [E0, 0] associé aux états liés, et Spicont = [0,+∞[ les continua des deux surfaces, cf.
figure 12.4.

Spcont
1

Spcont
2

Spd

E0 0

Fig. 12.4 – Schéma du spectre de l’ion moléculaire H+
2 : Sp(H0)

Afin de traiter les continua et de mettre en évidence les résonances, on utilise un potentiel
optique jouant le rôle de frontière absorbante. Celui-ci réduit l’espace de Hilbert de la vibration
à L2([0, r1], dr) et le nouvel Hamiltonien H̃0 = H0 − ıVopt(r), suppVopt ⊂ [r0, r1], r0 étant choisi
suffisamment loin du puits de potentiel de V2Σ+

g
afin de ne pas affecter les états liés. Le travaux de

Moiseyev [102] ayant montré une certaine équivalence entre l’usage de potentiels optiques spatiaux
et l’usage d’une dilatation complexe, on suppose que le théorème d’Aguilar-Baslev-Combes-Simon
[69, 124] s’applique : sous l’effet de cette transformation, les continua de H+

2 tournent dans le plan
complexe inférieur et font apparâıtre des résonances, cf. fig. 12.5.

On considère maintenant l’Hamiltonien de la molécule avec le champ mais sans couplages, i.e.
H̃0
F = H̃0−ı~ωeff∂θ. Le spectre du système est périodique (il a une structure en zones de Brillouin),

puisque Sp(H̃0
F ) = Sp(H̃0) + ~ωeffZ, cf. figure 12.6.

Soit ψn un état propre correspondant à n photons absorbés. En prenant comme état de réfé-
rence initial, avant l’établissement du couplage champ-matière, un état à zéro photon — il s’agit
d’un choix arbitraire sans conséquence pour nos calculs — ψn apparâıt comme un état à (−n)
photons. En figeant l’évolution du temps lent, c’est-à-dire en donnant des valeurs constantes aux
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Spd

Spcont
1 Spcont

2

0E0

2Im θ

Fig. 12.5 – Spectre de H+
2 après une rotation complexe d’angle θ : Sp(H̃0)

−hω−hωE0 +hE0 ω +h ω +2hωE0 0eff eff eff eff eff

Fig. 12.6 – Spectre de H+
2 avec le champ sans couplage : Sp(H̃0

F ) = Sp(H̃0 − ı~ωeff∂θ).

deux paramètres adiabatiques E et ωeff , cet état de Floquet “instantané”, ψ =
∑

n∈Z
ψne

ınθ, est
solution de l’équation :

HFψ = Eψ ⇐⇒
∑

n∈Z

(
− ~2

2m

d2

dr2
+ V2Σ+

u/g
(r) + µ(r)E cos θ − n~ωeff

)
ψne

ınθ =
∑

n∈Z

Eψne
ınθ

(12.23)

Cette équation est similaire à une superposition d’équations de Schrödinger stationnaires avec
pour potentiels V2Σ+

u/g
(r)− n~ωeff . En considérant chaque n ∈ Z, on a un ensemble périodique de

surfaces énergétiques obtenues à partir des deux surfaces originales décalées de n~ωeff . Ceci est
représenté sur la figure 12.6. La surface du haut, décalée de −~ωeff peut donc croiser la surface

du bas (non décalée). Ces deux surfaces sont couplées par le terme ~µ(r) · ~E. Si ce couplage est non
nul dans les régions du croisement, il produira un croisement évité des surfaces correspondant aux
couples (n, n± 1) et engendrera des nouvelles surfaces adiabatiques (cf. fig. 12.7).
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Fig. 12.7 – À gauche : La surface 2Σ+
g de H+

2 et la surface 2Σ+
u décalée de −~ωeff . À droite : les

surfaces adiabatiques associées.

Par une analyse du type WKB ([101]), on voit que le spectre des deux surfaces présente éven-
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tuellement des états liés, cf. fig. 12.8. Il s’agit toutefois d’états liés temporaires crées par le couplage
champ-matière et qui n’existent que durant la durée de l’impulsion laser.

Fig. 12.8 – Les surfaces adiabatiques de H+
2 et de possibles états liés.

Dynamiquement, les modulations de fréquence et d’amplitude changent la position de la surface
du haut, le gap entre les deux surfaces et les positions des états liés instantanés. Avant le croisement
des surfaces, la surface du haut est associée à un spectre purement continu, après le croisement,
elle peut inclure du spectre discret. On ne peut expliquer ceci, que si durant l’évolution avec le
couplage, des valeurs propres ont migré du continuum vers l’axe réel, cf. fig. 12.9.

E0 E0 E0

Fig. 12.9 – Évolution de Sp(H̃F (t)) avec le temps. Une valeur propre migre du continuum vers l’axe
réel.

Les valeurs propres quittant le continuum peuvent croiser l’un des états liés de la surface fon-
damentale et on peut avoir un transfert de population de la surface du bas vers celle du haut, le
nouvel état lié qui se forme résultant d’une superposition d’états liés de la surface fondamentale
et d’états du continuum de la surface excitée. Le puits de la surface adiabatique du haut apparâıt
donc comme un piège, où la fonction d’onde se trouve projetée sur des états liés ne subsistant que
pendant la durée où le champ décale les surfaces. Lorsque ce n’est plus le cas, on peut, suivant
la façon dont on éteint le laser, reprojeter la fonction piégée sur les états liés de 2Σ+

g ou dans le
continuum de la surface 2Σ+

u . On a dans ce dernier cas un processus de photodissociation :

H+
2 (2Σ+

g ) + ~ωeff → H+
2 (2Σ+

u )→ H(1s) +H+ (12.24)

engendrant deux fragments, un atome d’hydrogène H dans l’état 1s et un noyau hydrogène H+.
Le contrôle de ce piégeage de H+

2 , devrait nous permettre le contrôle de sa photodissociation et du
spectre énergétique des fragments produits ou encore le contrôle de transitions entre états liés de la
même surface 2Σ+

g . Enfin, si on augmente ωeff , de manière à ce que la base de la surface 2Σ+
u soit

plus basse que le puits de 2Σ+
g , alors la surface adiabatique fondamentale ne présente plus aucun

état lié, mais seulement des résonances dont les durées de vie sont associées à la vitesse de l’effet
tunnel de franchissement du mur de potentiel constitué par la surface adiabatique.
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Nous traiterons la photodissociation de H+
2 par les méthodes adiabatiques introduites dans les

chapitres précédents, afin d’illustrer les différentes théories et méthodes qui y ont été développées.
Le chapitre 13 étudie plus particulièrement l’adiabaticité du processus photoréactif et les phases
géométriques qu’il génère. Le chapitre 14 est un chapitre de prospective qui pose le problème
du contrôle du piégeage et indirectement de celui de la photodissociation et des transitions états
liés → états liés dans le cadre de la méthode des champs adiabatiques développée dans cette
thèse. Ce chapitre peut être relié à la riche littérature sur le contrôle moléculaire, voir par exemple
[140, 139, 12, 13, 15, 34, 11]. Pour les besoins de l’illustration des différents ingrédients introduits
dans ce travail, nous considérerons aussi, le “toy-model” d’une molécule très similaire à H+

2 (même
masse réduite et même moment dipolaire électrique), ayant pour état électronique fondamental,
la même surface 2Σ+

g , mais pour surface du haut, le potentiel de Hulburt-Hirschfelder [72], qui
présente des états liés et des résonances de forme, cf. fig. 12.10.
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Fig. 12.10 – Les surfaces d’énergie potentielle de la molécule “toy-model”.

Remarque : en pratique on n’utilise pas les potentiels optiques de Moiseyev (qui sont équivalents
à une dilatation complexe), mais des potentiels de formes plus simples. L’effet de ces potentiels sur
le spectre continu sera donc plus compliqué qu’une simple rotation dans le plan complexe, comme
vont le montrer les différents spectres présentés dans cette partie.
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Chapitre 13

Adiabaticité et phases géométriques
dans la photodissociation de H+

2

(...) je ne voudrais pas rentrer dans des choses trop

dimensionnelles.

Jean-Claude Van Damme

Ce chapitre est une étude préliminaire de l’adiabaticité de la molécule H+
2 dans le processus de

photodissociation décrit dans l’introduction de cette partie, en vue de la description par la méthode
adiabatique sur réseau du contrôle de ce processus, description qui fera l’objet du chapitre suivant.
Nous considérons pour cela les deux mesures de non-adiabaticité introduites au chapitre 10, et
reliées au théorème adiabatique des opérateurs d’onde :

Ξ1(t) = ‖H̃F (t)Ω(t)− Ω(t)H̃eff
F (t)‖2 (13.1)

et

Ξ2(t) = ‖H̃eff
F (t)− H̃eff

∞ ‖2 (13.2)

où Ω est solution de l’équation

(H̃F (t)− ı~∂t)Ω(t) = Ω(t)(H̃F (t)− ı~∂t)Ω(t) (13.3)

H̃eff
F = P0H̃F (t)Ω(t), et H̃eff

∞ est solution de

(Q0 −Q0P (t)(P0P (t)P0)
−1)H̃eff

∞ (t) = 0 (13.4)

P0 étant le projecteur sur l’espace actif (sélectionné par WOSA), Q0 le projecteur sur son
supplémentaire orthogonal, et P (t) est le projecteur sur l’espace cible. La première section de
ce chapitre est consacrée à ces mesures dans un régime favorable à l’adiabaticité de H+

2 . Nous
étudions également la phase de Berry de H+

2 , en particulier, nous y illustrons l’égalité entre phases
standards et phases effectives. La deuxième section est similaire à la première, mais elle considère
la molécule “toy-model” et non H+

2 . Ces sections illustrent le théorème adiabatique de l’opérateur
d’onde (chapitre 10) et le formalisme de Floquet (t, θ) (chapitre 9) par l’analyse de modèles simples
de molécules sujettes à un laser impulsionnel ultrabref. Enfin la troisième section, est une application
de la méthode CATM à H+

2 dans un régime défavorable à l’adiabaticité.
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2

13.1 Adiabaticité et phase de Aharonov-Anandan de H+
2

13.1.1 Mesure de l’adiabaticité de H+
2

Nous considérons ici la photodissociation deH+
2 induite par un laser de fréquence (non-modulée)

ω0 = 0.295868u.a., dont le champ est caractérisé par un maximum d’intensité I = 1012W/cm2 et
une enveloppe gaussienne de la forme

E(t) =






E0e
− (t−t1)2

τ2 si t ≤ t1
E0 si t1 ≤ t ≤ t2
E0e

− (t−t2)2

τ2 si t ≥ t2

(13.5)

avec un temps d’établissement τ = 25u.a. et un plateau compris entre t1 = 200u.a. et t2 =
300u.a..
On ne peut pas rigoureusement appliquer le théorème adiabatique de l’opérateur d’onde tel que
nous l’avons établi, car H̃F n’est pas auto-adjoint, et de plus, nous devons faire intervenir des états
du continuum dans l’espace actif. Mais le caractère dissipatif du processus n’est pas réellement un
problème car l’utilisation d’une base biorthogonale reproduit le flux quantique sortant. Nous utili-
sons par ailleurs un ensemble fini de fonctions {eınθ} engendrant un espace approchant L2(S1, dθ2π ).
Cette approximation est cohérente avec le formalisme de Floquet, où n ∈ Z est associé au nombre de
photons habillant la molécule, si le nombre de photons échangés est faible devant le nombre moyen
de photons (cf. chapitre 8). L’état de Floquet initial est |i〉 = |v = 0, 2Σ+

g 〉⊗|n = 0〉, où |v = 0, 2Σ+
g 〉

est l’état vibrationnel fondamental de la surface 2Σ+
g . Le choix arbitraire de la première zone de

Brillouin n = 0 revient à prendre la moyenne uniforme sur [0, π] de la phase entre l’état moléculaire
et le champ. Ce choix à l’avantage de reproduire correctement des situations expérimentales où de
nombreuses molécules croisent le faisceau laser.
On a dit dans l’introduction de cette partie, que la présence du potentiel optique tournait le spectre
continu dans le plan complexe inférieur à la manière d’une dilatation complexe. Mais contrairement
à une dilatation, la méthode des potentiels optiques induit un changement d’espace de configura-
tion, qui devient la bôıte [0, r1] avec une frontière absorbante sur [r0, r1] qui reproduit la perte de
flux quantique s’échappant en dehors de la bôıte. Or l’usage de la bôıte de quantification, discré-
tise les continua moléculaires, qui sont remplacés par des spectres discrets plus ou moins denses
(suivant le taille de la bôıte). Il en résulte que les états de diffusion sont considérablement modifiés
par ce traitement. Neanmoins, les propriétés fondamentales du système sont préservées, et cette
discrétisation permet d’utiliser le formalisme adiabatique.
Dans le nouvel espace discrétisé, la fonction d’onde issue de l’état |i〉 peut être exprimée sur la base
des états propres instantanés. Un bon indicateur de l’adiabaticité est le spectre complexe de quasi-
énergie au voisinage de la valeur propre initiale. La taille de l’espace de Hilbert étendu H⊗L2(S1)
étant très grande, il est impossible de calculer ce spectre, mais le spectre de la molécule sans cou-
plage, Sp(H̃0

F ) = Sp(H̃0 − ı~ω0∂θ), reste significatif tant qu’on l’interprète en tenant compte des
éventuelles distorsions apportées par le couplage. Ce spectre est représenté figure 13.1.

L’état initial (�) n’est pas parfaitement isolé comme il le devrait dans un processus adiabatique
parfait. Néanmoins, les quasiénergies les plus proches, correspondant aux états liés |v = 1, 2Σ+

g 〉 ⊗
|n = 0〉 et |v = 2, 2Σ+

g 〉 ⊗ |n = 0〉, ne sont pas sélectionnées par WOSA. En effet, le moment

dipolaire électrique de H+
2 ne couple pas directement les états liés entre eux. Seul des processus

à deux photons, et donc d’ordre perturbatif supérieur, permettent d’amener le système de v = 0
à v = 1 ou 2, par l’absorption d’un photon qui conduit le système sur 2Σ+

u , suivie d’une émission
stimulée pour redescendre sur 2Σ+

g . L’intensité du laser considérée ici, n’étant pas suffisante pour
que la probabilité d’un tel processus soit significative, on comprend pourquoi ces états ne sont
pas retenus pour entrer dans l’espace actif. À l’inverse, WOSA sélectionne des états du continuum
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Fig. 13.1 – Spectre de H+
2 avec le champ mais sans couplages : Sp(H̃0,	

F ), autour de la quasiénergie
de l’état initial (�). 2 : les 10 premiers états sélectionnés par WOSA, et + : les autres quasiénergies.

qui sont loin de l’axe réel, mais qui sont couplés directement par le moment dipolaire. Les états
sélectionnés par WOSA (2) étant loin de l’état initial (�), on peut espérer que le système présente
un caractère adiabatique très fort, et que la fonction d’onde ne se décompose approximativement
que sur un seul état propre de Floquet
La figure 13.2 présente les probabilités de transition sous l’effet du rayonnement.
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Fig. 13.2 – Probabilités de transition de H+
2 sous l’effet du pulse laser, sur une échelle logarith-

mique en fonction du temps. Les lignes continues représentent (du haut vers le bas), la probabi-
lité de survie de l’état initial P(v=0,2Σ+

g ,n=0)(t) = |〈v = 0, 2Σ+
g , n = 0|ψ(t)〉|2, de transition vers

les deux premiers états liés excités : P(v=0,2Σ+
g ,n=0)→(v=1,n=0)(t) = |〈v = 1, 2Σ+

g , n = 0|ψ(t)〉|2 et

P(v=0,2Σ+
g ,n=0)→(v=2,n=0)(t) = |〈v = 2, 2Σ+

g , n = 0|ψ(t)〉|2. La ligne pointillée indique la probabilité

de dissociation : Pdiss(t) = 1−∑v,n |〈v, 2Σ+
g , n|ψ(t)〉|2.

On constate qu’effectivement les probabilités de transition vers les états liés excités sont très
faibles (< 10−4). La probabilité de dissociation est elle beaucoup plus grande (environ 10−2) mais sa
valeur n’est due qu’à la partie imaginaire de E0,0 et non à des processus non-adiabatiques. On peut
donc conclure que la photodissociation de H+

2 n’est pas parfaitement adiabatique mais présente un
caractère adiabatique fort. Un seul état de Floquet, |λv=0,n=0(t)〉, semble suffisant pour engendrer
un bon espace actif.
La figure 13.3 présente les mesures de non-adiabaticité de H+

2 pour un espace actif unidimentionnel,
où seul l’amplitude E(t) du laser évolue avec le temps.

Les deux mesures de non-adiabaticité Ξ1 et Ξ2 apparaissent comme plus ou moins proportion-
nelles. Il est important de remarquer, que cette non-adiabaticité est inférieure à 10−30 lorsque le
paramètre de contrôle (ici E seul) est constant. Ce résultat était attendu puisqu’il correspond à
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Fig. 13.3 – Les deux mesures de la non-adiabaticité dans un processus de photodissociation de H+
2 ,

sur une échelle logarithmique, Ξ1(t) en ligne continue, et Ξ2(t) en ligne pointillée. Les variations
de l’enveloppe du laser sont représentées en haut de la figure.

la seule situation rigoureusement adiabatique où la vitesse de variation du paramètre adiabatique
est infiniment lente. Par contre dès que la vitesse de variation augmente, à l’établissement et à
l’extinction du pulse, la non-adiabaticité augmente. Ceci est à nouveau en accord avec l’idée selon
laquelle la non-adiabaticité est proportionnelle à la vitesse de variation des paramètres de contrôle.
Mais on doit noter, qu’à la vitesse maximum de variation, la non-adiabaticité présentée par H+

2

reste tout à fait raisonnable, ce qui conforte l’idée qu’un espace actif unidimensionnel est suffisant
pour décrire le système. Cette non-adiabaticité doit diminuer si on considère des variations plus
lentes, c’est ce que l’on peut constater sur la figure 13.4 où le temps d’établissement du couplage
est passé de 25 u.a. à 100 u.a. Le pic de non-adiabaticité de la figure 13.3 est environ deux ordres
de grandeur plus grand que celui de la figure 13.4.

−30

−25

−20

−15

−10

−5

 0

 0  50  100  150  200  250  300  350  400  450  500

no
na

di
ab

at
ci

ty
 fa

ct
or

Time (a.u.)

Fig. 13.4 – Même figure que 13.3, mais avec une enveloppe laser ayant des variations plus lentes,
le temps d’établissement τ ayant été passé de 25u.a. à 100u.a..

13.1.2 La phase de Aharonov-Anandan de H+
2

Nous nous intéressons ici à la phase géométrique abélienne, introduite par l’évolution dans
l’espace actif unidimensionnel. Nous considérons à nouveau l’Hamiltonien H̃F (t) = H̃(t, θ)− ı~ω0∂θ
avec le même pulse laser que dans la section précédente. L’analyse de la phase géométrique se
fonde sur la théorie de Floquet généralisée, c’est à dire que l’on corrèle les temps, et on reproduit
les impulsions lasers périodiquement de [0, T ] vers [T, 2T ], [2T, 3T ],etc., seule toutefois la première
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impulsion qui a une réalité est considérée dans le calcul. Le nouvel Hamiltonien est alors

H̃	
F (θ) = H̃0 + µ(r)E(θT/(2π)) cos

(
ω0T

2π
θ

)
− ı~2π

T
∂θ (13.6)

dans l’espace de Hilbert étendu H⊗L2(S1, dθ2π ) avec θ = 2π
T t (notons que les zones de Brillouin

représentent une des impulsions, et non pas un photon). L’espace actif étant engendré par |λ0,0〉,
la fonction d’onde prend la forme

ψ	(θ) = e−
ı~−1T

2π
χ0,0θ|µ0,0(θ)〉 (13.7)

|µ0,0〉 étant l’état propre de H̃	
F relié à |λ0,0(t, θ)〉 état propre de H̃F (t, θ) (i.e. |µ0,0(θ)〉 =

|λ0,0(θT/2π, θ)〉). χ0,0 est la quasiénergie de H̃	
F associée. La véritable fonction d’onde est, ∀t ∈

[0, T ], ψ(t) = ψ	(2πt/T ). La phase dynamique de Floquet se décompose en une phase dynamique
usuelle et une phase de Aharonov-Anandan, cf. chapitre 8.

ı~−1T

2π
χ0,0θ =

ı~−1T

2π

∫ θ

0
〈µ0,0(θ

′)|H̃	(θ′)|µ0,0(θ
′)〉dθ′ +

∫ θ

0
〈µ0,0(θ

′)|∂θ′ |µ0,0(θ
′)〉dθ′ (13.8)

Soit H̃	,eff (θ) = P0H̃
	(θ)Ω(θ) l’Hamiltonien effectif, avec P0 = |µ0,0(0)〉〈µ0,0(0)| et Ω l’opéra-

teur d’onde associé à cet espace actif. |µ0,0(θ)〉 étant la base de l’espace actif se déformant, on note
|µ0

0,0(θ)〉 = 〈µ0,0(0)|µ0,0(θ)〉|µ0,0(0)〉, on sait d’après la section 10.2 que1 :

χ1 +
2πı~

T

〈µ0
0,0(θ)|∂θ|µ0

0,0(θ)〉
〈µ0

0,0(θ)|µ0
0,0(θ)〉

=
〈µ0

0,0(θ)|H̃	,eff (θ)|µ0
0,0(θ)〉

〈µ0
0,0(θ)|µ0

0,0(θ)〉
(13.9)

=
〈v = 0, 2Σ+

g |H̃	(θ)|µ0,0(θ)〉
〈v = 0, 2Σ+

g |µ0,0(θ)〉
(13.10)

=
〈v = 0, 2Σ+

g |H̃	(θ)|ψ	(θ)〉
〈v = 0, 2Σ+

g |ψ	(θ)〉 (13.11)

Le membre de gauche de l’équation 13.9 peut être calculé pour des valeurs discrètes θi d’une base
DVR après avoir déterminé les vecteurs propres. Le membre de droite de 13.11 peut être calculé
continûment, par l’intégration de l’équation de Schrödinger qui nous donne ψ	. Les résultats de
ces calculs sont présentés par la figure 13.5.

Cette figure montre le très bon accord entre les deux calculs, confirmant les résultats de la
section 10.2 sur l’égalité entre phases réelles et phases effectives.

La périodicité du générateur de la phase dynamique effective,
〈v=0,2Σ+

g |H̃	(θ)ψ	 (θ)〉
〈v=0,2Σ+

g |ψ	 (θ)〉 = 2πı~
T
〈v=0,2Σ+

g |∂θ|ψ	 (θ)〉
〈v=0,2Σ+

g |ψ	 (θ)〉 ,

est un bon indicateur du caractère adiabatique avec espace actif unidimensionnel, de la photodisso-
ciation de H+

2 . Cette périodicité se traduit, par des ellipses parfaitement superposées sur la figure
13.5. C’est la périodicité de l’unique état |µ0,0(θ)〉 intervenant dans ψ	 qui induit la périodicité de

l’énergie effective. À l’inverse, si l’adiabaticité n’était pas vérifiée en dimension 1, nous aurions eu
à la place de l’équation 13.7

ψ	(θ) =
∑

i

cie
− ı~−1T

2π
χi,0θ|µi,0(θ)〉 (13.12)

avec ci ∈ C et
∑

i |ci|2 = 1, d’où

〈v = 0, 2Σ+
g |H̃	(θ)|ψ	(θ)〉

〈v = 0, 2Σ+
g |ψ	(θ)〉 =

∑
i cie

− ı~−1T
2π

χi,0θ〈v = 0, 2Σ+
g |H̃	(θ)|µi,0(θ)〉

∑
i cie

− ı~−1T
2π

χi,0θ〈v = 0, 2Σ+
g |µi,0(θ)〉

(13.13)

1dans les notations de la section 10.2, |µ0
0,0(θ)〉 = |ψ̃0(θ)〉
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Fig. 13.5 – Trajectoire dans le plan complexe de la différence entre phase de Floquet (somme de la
phase dynamique usuelle et de la phase de Aharonov-Anandan) et la phase de Aharonov-Anandan
effective (membre de gauche de 13.9). L’aspect de ligne brisée est du au fait que l’on ne dispose des
valeurs de cette phase que pour des valeurs discrètes de θ. Seuls les sommets de l’étoile ont donc
un sens. L’ellipse continue est la phase dynamique effective de H+

2 (membre de droite de 13.11).

Les interférences dues aux différentes phases de Floquet {e− ı~
−1T
2π

χi,0θ} détruisent la périodicité.
En augmentant l’intensité du laser, les processus à deux photons qui n’intervenaient pas jusqu’alors,
rendent non valide la description par un espace actif de dimension 1. Ceci détruit la périodicité de
la phase dynamique effective, comme on le voit sur la figure 13.6.
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Fig. 13.6 – Trajectoires dans le plan complexe de
〈v=0,2Σ+

g |H̃	(θ)ψ	 (θ)〉
〈v=0,2Σ+

g |ψ	(θ)〉 pour des intensités maximales

du laser (de gauche à droite) de 1012W/cm2, 1013W/cm2 et 1014W/cm2

Il est donc clair que la description avec un espace actif de dimension 1, n’est plus suffisante pour
une intensité de 1013W/cm2 et est même très mauvaise pour une intensité qui dépasse 1014W/cm2.

13.2 Adiabaticité et phase de Aharonov-Anandan de la molécule

“toy-model”

13.2.1 Mesure de l’adiabaticité de la molécule “toy-model”

Nous reprenons l’étude précédente mais en remplaçant la surface excitée de H+
2 par le potentiel

de Hulburt-Hirschfedfer. Cette surface excitée du haut présentant des états liés, ceux-ci vont interve-
nir dans la dynamique. Les facteurs de Franck-Condon rendent les transitions liés-liés très probables
de sorte qu’un seul état n’est sans doute plus suffisant pour décrire le système. L’enveloppe du laser
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est prise égale à

E(t) =






E0e
− (t−t1)2

τ2 si t ≤ t1
E0 si t1 ≤ t ≤ t2
E0e

− (t−t2)2

τ2 si t ≥ t2

(13.14)

avec τ = 15u.a., t1 = 50u.a. et t2 = 450u.a., et une intensité maximale I = 1010W/cm2. De plus
une modulation de fréquence est introduite :

ω(t) =






ω0 si t ≤ t3
ω0 + ∆ω t−t3

t4−t3 si t3 ≤ t ≤ t4
ω0 + ∆ω si t4 ≤ t ≤ t5
ω0 + ∆ω t6−t

t6−t5 si t5 ≤ t ≤ t6
ω0 si t ≥ t6

(13.15)

où t3 = 130u.a., t4 = 230u.a., t5 = 350u.a. et t6 = 450u.a., la fréquence initiale étant ω0 =
0.544a.u. avec le shift ∆ω = 0.002u.a.. Nous avons choisi des variations linéaires de la fréquence
afin d’avoir une relation analytique simple entre t (temps réel) et θ (phase temporelle de Floquet),
i.e.

dθ = ωeff (t)dt (13.16)

avec

ωeff (t) =






ω0 si t ≤ t3
ω0 + ∆ω 2t−t3

t4−t3 si t3 ≤ t ≤ t4
ω0 + ∆ω si t4 ≤ t ≤ t5
ω0 + ∆ω t6−2t

t6−t5 si t5 ≤ t ≤ t6
ω0 si t ≥ t6

(13.17)

À cause de la modulation de fréquence, le laser se trouve accordé à certains instants avec la
transition |v = 0, 2Σ+

g 〉 → |v = 0, hh〉 (le symbole 2Σ+
g faisant référence à la surface du bas et le

symbole hh à celle du haut), faisant passer la molécule de l’état fondamental vibrationnel dans l’état
fondamental électronique à l’état fondamental vibrationnel dans le premier état excité électronique.
Cette possible transition, nous invite à incorporer à l’espace actif l’état |v = 0, hh〉 ⊗ |n = 1〉, en
plus de |v = 0, 2Σ+

g 〉 ⊗ |n = 0〉. La figure 13.7 présentant Sp(H̃0
F ) pour la molécule toy-model, au

voisinage de la quasiénergie initiale E0,0, confirme cette analyse, puisqu’un groupe de quasiénergies
sélectionnées par WOSA se trouvent à proximité de E0,0.
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Fig. 13.7 – Spectre de la molécule toy-model avec le champ mais sans couplage : Sp(H̃0
F ). � : qua-

siénergie initiale, 2 : les 10 premiers états sélectionnés par WOSA, et + : les autres quasiénergies.
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WOSA sélectionne sur l’axe réel, les états {|v, 2Σ+
g 〉 ⊗ |n = 0〉, |v, hh〉 ⊗ |n = 1〉}v=0,1,2 qui sont

issus des états liés des deux surfaces. Les probabilités des transitions inélastiques à un photon entre
ces états sont relativement importantes, comme on le voit sur la figure 13.8, les transitions à 2
photons (retour vers 2Σ+

g ) restent quant à elles de probabilités très faibles.
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Fig. 13.8 – Probabilités de transition de la molécule toy-model sous l’effet du champ, sur une
échelle logarithmique, en fonction du temps. Les lignes continues représentent (de haut en bas), la
probabilité de survie de l’état initial P(v=0,2Σ+

g ,n=0)(t) = |〈v = 0, 2Σ+
g , n = 0|ψ(t)〉|2, les probabilités

de transition vers les états liés excités de la surface du bas : P(v=0,2Σ+
g ,n=0)→(v=1,2Σ+

g ,n=0)(t) =

|〈v = 1, 2Σ+
g , n = 0|ψ(t)〉|2 et P(v=0,2Σ+

g ,n=0)→(v=2,2Σ+
g ,n=0)(t) = |〈v = 2, 2Σ+

g , n = 0|ψ(t)〉|2.
Les lignes pointillées représentent (de haut en bas) les probabilités de transition vers les états
liés de la surface du haut : P(v=0,2Σ+

g ,n=0)→(v=0,hh,n=1)(t) = |〈v = 0, hh, n = 1|ψ(t)〉|2,
P(v=0,2Σ+

g ,n=0)→(v=1,hh,n=1)(t) = |〈v = 1, hh, n = 1|ψ(t)〉|2, et P(v=0,2Σ+
g ,n=0)→(v=2,hh,n=1)(t) = |〈v =

2, hh, n = 1|ψ(t)〉|2.

On a représenté figure 13.9 les mesures de non-adiabaticité de la molécule toy-model.
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Fig. 13.9 – À droite la mesure de non-adiabaticité Ξ1(t), pour la molécule toy-model, dans une
échelle logarithmique, en fonction du temps. Les modulations d’enveloppe et de fréquence sont re-
présentées en haut de la figure. Trois cas sont considérés, avec un espace actif de dimension 1 (ligne
pointillée), avec un espace actif de dimension 5 et un de dimension 10 (lignes continues). À gauche,
Ξ2(t) pour l’espace actif de dimension 5.

Avec un espace actif unidimensionnel, la non-adiabaticité de la molécule toy-model est du même
ordre que celle deH+

2 , alors que nous avons considéré une intensité du laser cent fois plus faible. Ceci
confirme la non-validité de la description de la molécule toy-modèle avec un espace de dimension 1.
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Par contre, si on augmente la dimension de l’espace actif, on constate une importante diminution de
la non-adiabaticité. On gagne ainsi environ quatre ordres de grandeur pour les valeurs maximales
de non-adiabaticité en passant d’une base à un état à une base à cinq états. Un à deux ordres de
grandeur sont à nouveau gagnés en passant de cinq à dix. On constatera par ailleurs, des “sauts” de
non-adiabaticité aux instants où l’évolution de la fréquence est non-dérivable, en accord avec le fait
que le régime n’est pas adiabatique si la vitesse de variation des paramètres de contrôle est grande.

13.2.2 Phase de Aharonov-Anandan non-abélienne de la molécule “toy-model”

Afin d’étudier la phase de Aharonov-Anandan de la molécule toy-model, nous considérons l’Ha-
miltonien H̃	

F de la molécule dans la théorie de Floquet généralisée. La forme du pulse laser est
la même que dans le paragraphe précédent, mais avec une intensité maximale I = 4.1010W/cm2.
En revanche la fréquence du laser est posée constante à ω = 0.546u.a., accordée sur la transition
|v = 0, 2Σ+

g 〉 → |v = 0, hh〉. Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, il est nécessaire d’utiliser
un espace actif multidimensionnel, aussi considérons-nous un espace de dimension 3, engendré par
{|v = 0, 2Σ+

g 〉, |v = 0, hh〉, |v = 1, hh〉}. Les trois états propres de H̃	
F , |µ0,0〉, |µ0,1〉 et |µ1,1〉 reliés

aux trois états précédents, constituent l’espace actif se déformant. Soit P0 le projecteur sur l’espace
actif initial,

P0 = |v = 0, 2Σ+
g 〉〈v = 0, 2Σ+

g |+ |v = 0, hh〉〈v = 0, hh|
+|v = 1, hh〉〈v = 1, hh| (13.18)

Soit B ∈M3×3(C) la matrice définie par

(B−1)ij = 〈i|P0|µj(θ = 0)〉 (13.19)

où les indices i et j correspondent à (v = 0, 2Σ+
g ), (v = 0, hh), (v = 1, hh). Nous pouvons dès

lors introduire les fonctions
ψ̃i(θ) =

∑

j

Bji|µj(θ)〉 (13.20)

qui satisfont à la condition ψ̃v,2Σ+
g /hh

(2π) = ψ̃v,2Σ+
g /hh

(0) = |v, 2Σ+
g /hh〉. Soit µ ∈ Mn×3(C) la

matrice des vecteurs |µj〉. L’égalité entre phases standard et effective, s’écrit alors

∆ = B†µH	
F µB

−(B†µ†P0µB)−1B†µ†P0H
	,eff
F P0µB

+
2πı~

T
(B†µ†P0µB)−1(B†µ†P0∂θP0µB)

−2πı~

T
B†µ†∂θµB (13.21)

= 0 (13.22)

Les éléments de matrice du défaut ∆ sont représentés figure 13.10 pour trois espaces actifs de
taille croissante.

Avec un espace actif unidimensionnel le défaut à l’égalité des phases standard et effective est
important avec un module d’environ 10−2, en accord avec la discussion du paragraphe précédent
indiquant qu’un espace actif de dimension 1 est insuffisant. En incluant dans l’espace actif initial,
l’état lié fondamental de la surface du haut, l’amplitude du défaut décrôıt de trois ordres de gran-
deur. Enfin en incluant le premier état lié excité de la surface du haut, on réduit encore l’amplitude
du défaut d’un ordre de grandeur. On observe donc comme attendu, que la matrice ∆ converge
rapidement vers 0. Le défaut qui subsiste avec un espace tridimensionnel est de module égal à
environ 10−6, ce qui modifie les valeurs des probabilités de transitions inélastiques vers les états de
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2

−0.0002

−0.00015

−0.0001

−5e−05

 0

 5e−05

 0.0001

 0.00015

 0.0002

 0.00025

 0.0177  0.01775  0.0178  0.01785  0.0179  0.01795  0.018  0.01805  0.0181
−1.8e−06

−1.6e−06

−1.4e−06

−1.2e−06

−1e−06

−8e−07

−6e−07

−4e−07

−2e−07

 0

−2e−05 −1.5e−05 −1e−05 −5e−06  0
−7e−07

−6e−07

−5e−07

−4e−07

−3e−07

−2e−07

−1e−07

 0

 1e−07

−1.4e−06 −1.2e−06 −1e−06 −8e−07 −6e−07 −4e−07 −2e−07  0

Fig. 13.10 – Les éléments de matrice dans le plan complexe de la différence entre la phase standard
non-abélienne et la phase effective non-abélienne : ∆11(θ) ligne continue, ∆12(θ) ligne pointillée,
∆22 ligne tirets. Le calcul est effectué pour des valeurs discrètes de θ, rendant un aspect en lignes
brisées dont seuls les sommets ont un sens physique. De gauche à droite, avec un espace actif
de dimension 1 engendré par |v = 0, 2Σ+

g 〉, un espace actif de dimension 2 engendré par {|v =
0, 2Σ+

g 〉, |v = 0, hh〉} ; et un espace actif de dimension 3 engendré par {|v = 0, 2Σ+
g 〉, |v = 0, hh〉, |v =

1, hh〉}.

la surface du haut, d’un terme en 10−12, qui est tout à fait négligeable par rapport à la valeur de
ces probabilités (cf. fig. 13.8). Ceci confirme la possibilité évoquée chapitre 10, de calculer la phase
standard à partir de l’Hamiltonien effectif de l’espace actif. La subsistance d’un défaut à l’égalité
des phases, est due à la non-complétude de la base de l’espace actif se déformant. La figure 13.11
présente les facteurs d’orthonormalisation des états ψ̃v=0,2Σ+

g
et ψ̃v=0,hh calculés dans l’espace actif

tridimensionnel.
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Fig. 13.11 – Les facteurs d’orthonormalisation instantanés en fonction du temps, calcu-
lés dans l’espace actif tridimensionnel. Les trois courbes correspondent de haut en bas à :
|〈ψ̃v=0,2Σ+

g
(θ)|ψ̃v=0,2Σ+

g
(θ)〉 − 1|, |〈ψ̃v=0,2Σ+

g
(θ)|ψ̃v=0,hh(θ)〉| et |〈ψ̃v=0,hh(θ)|ψ̃v=0,hh(θ)〉 − 1|.

Les états de Floquet généralisés |µi(θ)〉 vérifient parfaitement l’orthonormalisation, mais seule-
ment sur la délocalisation temporelle, i.e.

〈µi|µj〉H⊗L2(S1) =

∫ 2π

0
〈µi(θ)|µj(θ)〉H

dθ

2π
= δij (13.23)

mais cette même relation n’est pas satisfaite instantanément par ψ̃i. Les erreurs de la figure
13.11 sont quasi-constantes sur l’ensemble du temps, avec de petites modulations durant la période
de fort couplage dans l’interaction matière-rayonnement. Asymptotiquement, les états ψ̃v=0,2Σ+

g
(0)

et ψ̃v=0,hh(0) sont égaux à |v = 0, 2Σ+
g 〉 et |v = 0, hh〉, les orthonormalités instantanées devraient
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donc être vérifiée. Les erreurs doivent donc être attribuées aux composantes an dehors de l’espace
actif 〈k|(1 − P0)µi(0)〉.

13.3 Adiabaticité contrainte de H+
2

Comme nous l’avons vu dans la première section de ce chapitre, un espace actif unidimensionnel
n’est pas suffisant pour décrire H+

2 si on augmente l’intensité du laser. Par ailleurs, même avec une
intensité raisonnable, les transitions inélastiques (à deux photons), de probabilités très faibles, ne
sont pas décrites avec un espace de dimension 1. En revanche la méthode CATM, introduite chapitre
12, permet à l’aide d’un seul état de Floquet généralisé, de décrire ces transitions, comme on peut
le voir figure 13.12.
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Fig. 13.12 – Probabilités de transition de H+
2 sur une échelle logarithmique en fonction du

temps, pour un laser pulsé d’intensité I = 1012W/cm2 et une fréquence de ω0 = 0.295868.
+ : probabilité de dissociation Pdiss(t) = 1 − ∑v |〈v, 2Σ+

g |ψ(t)〉|2 ; × : probabilité de transition
P(v=0,2Σ+

g )→(v=1,2Σ+
g )(t) = |〈v = 1, 2Σ+

g |ψ(t)〉|2 ; ∗ : P(v=0,2Σ+
g )→(v=2,2Σ+

g )(t) = |〈v = 2, 2Σ+
g |ψ(t)〉|2 ;

2 : P(v=0,2Σ+
g )→(v=3,2Σ+

g )(t) = |〈v = 3, 2Σ+
g |ψ(t)〉|2. Ces probabilités sont calculées par une intégra-

tion directe de l’équation de Schrödinger. Les lignes continues correspondent à une projection de la
fonction d’onde dans un espace actif unidimensionnel constitué d’un seul état de Floquet généralisé,
à gauche sans potentiel optique temporel, à droite avec potentiel optique temporel (CATM).

Le potentiel optique temporel utilisé pour la méthode CATM est

−ıVopt(t) = −ıAe−
(t−t0)2

τ2
∑

k 6=i
|k〉〈k| (13.24)

Sans l’usage du potentiel optique temporel (et de la prolongation artificielle du temps), un espace
actif unidimensionnel n’est absolument pas suffisant pour décrire les transitions inélastiques, comme
le montre le figure 13.12 gauche. En particulier, on constate que les probabilités de transition sont
non-nulles dès l’instant initial t = 0, ce qui physiquement est absurde puisque le couplage champ-
matière est nul. Ce problème est entièrement corrigé par l’usage du potentiel optique temporel de
la méthode CATM, fig. 13.12 droite. L’effet du potentiel temporel, qui permet la description avec
un seul état de Floquet généralisé, est visible sur le spectre de quasiénergie 13.13, où l’on constate
que dans le spectre déformé par le potentiel optique temporel, la quasiénergie initiale est isolée des
autres quasiénergies, ce qui n’est pas le cas sans le potentiel temporel.

La dernière figure 13.14 montre que la qualité des résultats obtenus en utilisant CATM n’est
pas altérée par un accroissement significatif de l’intensité du laser. Ceci n’a rien de surprenant dans
la mesure où CATM repose sur un schéma rigoureux : si le potentiel optique temporel parvient
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Fig. 13.13 – Spectre de H+
2 avec le champ, mais sans couplage, dans la théorie de Floquet générali-

sée : Sp(H0,	
F ). À gauche sans potentiel optique temporel, à droite en présence de potentiel optique

temporel. ∗ : quasiénergie initiale, + : autres quasiénergies, × : quasiénergie initiale calculée avec
le couplage. On peut se rendre compte que le déplacement due au couplage (distance entre ∗ et ×)
reste mineure par rapport aux distances aux voisins les plus proches

effectivement à imposer à l’état propre de Floquet sélectionné des conditions asymptotiques iden-
tiques aux conditions initiales de la fonction d’onde, alors la fonction d’onde est rigoureusement
proportionnelle à cet état propre.
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Fig. 13.14 – Même figure que 13.12 mais avec une intensité I = 9.1012W/cm2.

L’adiabaticité d’un processus photoréactif — i.e. sa capacité à être reproduit par un seul vec-
teur propre de Floquet généralisé — est lié au comportement asymptotique de ce vecteur propre.
CATM permet de résoudre ce problème en imposant artificiellement les conditions asymptotiques
souhaitées. Toutefois l’intérêt de la méthode peut sembler être davantage conceptuel que pratique,
car la construction du vecteur propre de Floquet généralisé apparâıt au moins aussi compliquée que
l’intégration directe de l’équation de Schrödinger.
Cependant les premiers calculs illustrés par les figure de ce paragraphe révèlent un fait intéressant :
l’effet principal des potentiels optiques temporels est d’isoler dans le plan complexe la valeur propre
de l’état de Floquet qui, à lui seul, reproduit la fonction d’onde du système. À posteriori cette
conséquence apparâıt logique puisque cet isolement est le garant d’une absence de transitions non-
adiabatiques. Toutefois il revêt pour nos calculs un intérêt tout particulier. Les calculs itératifs du
vecteur propre de Floquet, fondés sur une méthode RDWA, convergent extrêmement rapidement
même dans les régimes de fort couplages. Sur les exemples présentés ici, la résolution itérative est
par exemple plus rapide que l’intégration de l’équation de Schrödinger.



Chapitre 14

Piégeage électromagnétique de H+
2

Ce n’est pas le puits qui est trop profond, mais la

corde qui est trop courte.

Proverbe chinois

14.1 Position du problème

Le contrôle de systèmes moléculaires présentant des continua rencontre de sérieuses difficultés
dues aux durées de vie finies des états qui y participent. En effet le contrôle est souvent fondé sur
des schémas adiabatiques qui requièrent une évolution lente des paramètres de contrôle et cela va
à l’encontre des processus dissipatifs irréversibles qui sont souvent très rapides.
Le piégeage électromagnétique peut cependant constituer une solution pour remédier à cette irréver-
sibilité trop rapide. La création de structures quasi-stables directement engendrées par le couplage
champ-matière peut fournir des durées de vie suffisantes et des facteurs de Franck-Condon favo-
rables à des transitions sélectionnées. On peut donc envisager dans ce cadre le contrôle de transitions
inélastiques, a priori peu probables, ou encore le contrôle de photodissociations, soit au niveau de
leur probabilités de réalisation, soit au niveau du spectre de fragmentation.
La faisabilité d’un tel projet, dans le cadre des théories développées dans ce manuscrit, peut être
testée pour le cas de l’ion H+

2 soumis à une impulsion laser. Pour ce système les deux paramètres de
contrôle (modulés avec le temps), conditionnant en particulier l’apparition d’états piégés temporai-
rement, sont l’amplitude du champ électrique et la fréquence de la porteuse. En présence d’un laser
ultraviolet correctement accordé sur les transitions entre les surfaces 2Σ+

g et 2Σ+
u , les transitions

entre états liés de la surfaces 2Σ+
g sont possibles mais nécessitent de forts champs, car elles mettent

en œuvre des processus multiphotoniques. D’autre part elles sont non-négligeables uniquement si
l’impulsion laser possède une largeur spectrale suffisante.
Le schéma envisagé dans le cadre du piégeage électromagnétique est très différent mais il demeure
trop complexe pour que l’on puisse espérer le circonscrire en analysant les résultats d’un grand
nombre d’essais pour des conditions différentes et surtout pour des formes d’impulsions lasers dif-
férentes. L’analyse de certains mécanismes de transitions dans les modèles atomiques à deux ou
trois niveaux a fait apparâıtre des scenari efficaces totalement contre-intuitifs et une dynamique
finale conditionnée par l’interférence subtile de plusieurs mécanismes élémentaires. Nul doute que
c’est le cas encore ici avec en prime la participation des continua moléculaires. C’est pourquoi nous
pensons que le succès de l’entreprise consistant en la recherche d’une trajectoire dans l’espace de
configuration, nécessite préalablement le tracé des cartes des couplages non-adiabatiques et de pié-
geage.

255
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Une difficulté importante subsiste néanmoins dans ce schéma, car le piégeage électromagnétique
dans H+

2 nécessite des champs intenses qui sont la source de difficultés dans le calcul des vecteurs
propres engendrant les espaces actifs évolutifs.

La molécule H+
2 , contrôlée par un champ laser, est décrite par l’Hamiltonien :

HF (E,ωeff ) = H0 + µE cos(θ)− ı~ωeff∂θ (14.1)

dans l’espace de Hilbert H ⊗ L2(S1, dθ2π ). Les paramètres de contrôle sont (E,ωeff ). Dans ce
chapitre, nous nous intéressons aux champs adiabatiques sur la variété de contrôle engendrée par ces
paramètres. La variété en question estM = {0.33 ≤ ωeff ≤ 0.35}×{0 ≤ E ≤ 0.7} 1. L2(R+, dr) est
numériquement représenté par un espace vectoriel de dimension 100, et donc H = L2(R+, dr)⊗C2

est numériquement représenté par un espace de dimension 200. Enfin L2(S1, dθ2π ) est numériquement
représenté par un espace vectoriel de dimension 4 (4 blocs Floquet centrés sur le bloc correspondant
à 0 photon), soit au total, un espace vectoriel primaire de dimension 800. Le mécanisme du piégeage
est analysé de manière heuristique dans l’introduction de cette partie. La surface 2Σ+

u habillée d’un
photon croisant la surface 2Σ+

g , des états liés apparaissent sur la surface adiabatique du haut dans
un puits de potentiel résultant du croisement. Le contrôle du piégeage nécessite donc de considérer
les croisements entre divers états issus du continuum de 2Σ+

u et d’états issus des états liés de 2Σ+
g . La

dimension de l’espace actif est choisie suffisamment large, pour tenir compte des divers croisements
éventuels, en l’occurrence dimS0 = 10. À partir d’un espace actif initial sélectionné par WOSA,
l’espace actif est déformé d’un point à l’autre du réseau X de discrétisation deM, comme explicité
dans les parties précédentes. L’espace actif initial sélectionné par WOSA est donné table 14.1.

Tab. 14.1 – Vecteurs engendrant l’espace actif initial S0 au point E = 0, ωeff = 0.33, pour H+
2 ,

ordonnés par ordre décroissant de couplage avec l’état initial. n est le nombre de photons habillant
la molécule dans cet état (le bloc Floquet), k est le numéro de l’état sur sa surface, E est la valeur
propre associée (unité atomique).

Surface n k <E =E
1 2Σ+

g 0 3 −0.773871 × 10−1 −0.379449 × 10−11

2 2Σ+
g 0 2 −0.870537 × 10−1 −0.866770 × 10−12

3 2Σ+
g 0 4 −0.682893 × 10−1 −0.139227 × 10−10

4 2Σ+
u -1 64 −0.618018 × 10−1 −0.720876 × 10−2

5 2Σ+
g 0 1 −0.972891 × 10−1 −0.135401 × 10−12

6 2Σ+
u -1 62 −0.751160 × 10−1 −0.719907 × 10−2

7 2Σ+
u -1 63 −0.684977 × 10−1 −0.719867 × 10−2

8 2Σ+
u -1 61 −0.816598 × 10−1 −0.720510 × 10−2

9 2Σ+
u -1 65 −0.550235 × 10−1 −0.723916 × 10−2

10 2Σ+
g 0 5 −0.597601 × 10−1 −0.461802 × 10−10

Le spectre de H̃F (0, 0.33) est représenté figure 14.1.

Entrent donc dans l’espace actif, 5 états liés de la surface liante 2Σ+
g , et une bande du continuum

de la surface antiliante 2Σ+
u pour un photon absorbé, bande représentée numériquement par 5 états.

1L’unité retenue est telle que E = 1 correspond à une intensité de 1014 W.cm−2, les fréquences sont en unité
atomique
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Fig. 14.1 – Spectre de H+
2 dans le plan complexe pour les paramètres E = 0 et ωeff = 0.33 :

Sp(H0
F (0, 0.33)). En rouge les valeurs propres de l’espace actif.

14.2 Difficultés du problème

Le problème du contrôle de H+
2 est beaucoup plus difficile que les problèmes traités dans la

partie I. La matrice représentant l’Hamiltonien est d’ordre 800, elle est non-hermitienne, et intègre
des valeurs propres représentant les continua. Ces caractéristiques engendrent un très grand nombre
de problèmes.

14.2.1 Calcul des vecteurs propres

Les vecteurs propres instantanés sont calculés en utilisant la méthode des opérateurs d’onde (cf.
partie II). On considère dans cette étude des intensités du laser très importantes (au delà de 0.6,
i.e. proches de 1014W.cm−2), pour lesquelles la diagonalisation de la matrice Hamiltonienne devient
un problème très délicat. Au demeurant certains états du continuum de très hautes énergies posent
des problèmes dans l’algorithme de diagonalisation. Ces problèmes sont dus au potentiel optique,
qui se montre incapable lorsqu’on monte en énergie, d’absorber ces états. Les réflexions engendrées
sur les murs de la bôıte par cette mauvaise absorption, font prendre des formes non-physiques aux
états de hautes énergies. De plus, les potentiels et le moment dipolaire électrique utilisés par nos
calculs, n’approchent que de manière grossière la réalité : V2Σ+

g
ne diverge pas en 0 et µ(r) diverge

en r ∈ V(+∞). Enfin à forte intensité, des états intrus issus du continuum viennent perturber les
calculs. Ces problèmes engendrent des difficultés de convergence de l’algorithme récursif de calcul
des vecteurs propres comme le montre la figure 14.2, mais ces difficultés restent concentrées sur des
intensités situées entre 0.6 et 0.7.
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Fig. 14.2 – Points où l’algorithme de calcul des vecteurs propres n’a pas convergé dans M.
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14.2.2 Changements de jauge intempestifs

Nous avons déjà évoqué le fait que les programmes de diagonalisation pouvaient engendrer des
changements de jauge intempestifs, soit en changeant la phase (resp. la norme) des vecteurs propres
vraies (resp. généralisés) :

|a, ~R〉; g|a, ~R〉 g ∈ U(1) ou C
∗ (14.2)

soit en permutant deux états propres. Ces changements de jauge engendrent des lignes de
changement de cartes intempestives qui vont rendre la lecture des cartes difficiles. Bien que l’on
utilise les vecteurs propres d’un point connu pour initialiser la récurrence en un point proche voisin,
un très grand nombre de changements de jauge intempestifs apparaissent au cours du calcul, comme
le montre la figure 14.3.

Fig. 14.3 – Système de cartes locales induites par le calcul numérique, les lignes de changements de
cartes sont les lignes claires se superposant au champ adiabatique abélien (figure associée à l’état
5).

Sur cette figure le champ adiabatique sur une cellule [xyzt] est calculé à partir de la formule :

F[xyzt] = (fxy − 1) + (fyz − 1) + (fzt − 1) + (ftx − 1) (14.3)

où fxy = 〈a∗, x|a, y〉. Cette formule est très sensible à un changement de jauge intempestif se
produisant au point x sans se produire aux autres points. L’effet qui en résulte sur le champ est :

F ′[xyzt] = (gfxy − 1) + (fyz − 1) + (fzt − 1) + (ftxg
−1 − 1) 6= F[xyzt] (14.4)

Un champ orthoradial apparâıt donc et induit une ligne de changement de carte sur la représentation
graphique des champs. Pour résoudre ce problème, nous avons utilisé une formule insensible au
changement de phase (resp. de norme) :

F[xyzt] = fxyfyzfztftx − 1 (14.5)

F ′[xyzt] = gfxyfyzfztftxg
−1 − 1 = fxyfyzfztftx − 1 = F[xyzt] (14.6)

En utilisant cette formule, les lignes de changement de cartes dues aux changements arbitraires de
phase ou de norme disparaissent, comme le montre la figure 14.4

Cette amélioration persiste pour les champs non-abéliens si un seul état à la fois est touché par
un changement de phase (resp. de norme), dans ce cas le changement de jauge apparâıt comme un
élément de U(1) (resp. C∗), c’est à dire un élément du centre de U(M) (resp. GL(M,C)). Mais
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Fig. 14.4 – Même figure que 14.3 mais avec un calcul des champs par une formule insensible aux
changements arbitraires de phase ou de norme

si plusieurs états sont touchées, le changement de jauge apparâıt alors comme un élément du tore
maximal auquel le calcul du champ adiabatique est sensible.
Les cartes dans champs adiabatiques restent tout de même très difficiles à lire, du fait des permuta-
tions intempestives des états propres, produites par le programme de diagonalisation. On constate
en effet figure 14.4, que les permutations inutiles des états propres, “mélangent” beaucoup les cartes
des champs, les rendant pratiquement impossible à décrypter. La figure 14.4 est en effet consti-
tuée de petites cartes locales associées à des états différents et assemblées pour couvrir M. Pour
interpréter correctement les champs, il faudrait comparer les 10 cartes des champs adiabatiques
abéliens, et recombiner toutes les petites cartes locales, afin de construire les 10 cartes homogènes
des champs adiabatiques. Ceci revient à résoudre 10 puzzles dont les pièces ont été mélangées. Pour
remédier à ce problème, on a introduit dans le programme de diagonalisation, une procédure for-
çant à maintenir les états dans un ordre particulier. Au départ du calcul les 5 états issus des états
liés sont rangés dans l’ordre croissant de leurs parties réelles suivis des 5 états issus du continuum
dans l’ordre croissant de leurs parties réelles. Par la suite le rangement des états en un point se
fait en utilisant le point précédent à partir d’un critère de proximité spectrale. Ce choix est très
arbitraire, mais permet une meilleur lisibilité des cartes des champs adiabatiques et facilite leurs
interprétations.

14.2.3 Les continua et l’hypothèse adiabatique

Le traitement des continua dans les simulations numériques est un problème récurrent en méca-
nique quantique. C’est aussi le cas dans notre étude. Chapitre 2 section 2.5, nous avons remarqué
que l’utilisation d’une représentation adiabatique du système dynamique quantique était rendue
possible par la discrétisation des continua associée à l’utilisation de potentiels optiques. Mais cette
méthode ne règle pas tous les problèmes. Le sens de l’hypothèse adiabatique n’est pas clair pour les
valeurs propres complexes représentant les continua. Pour un problème comme celui traité dans ce
chapitre, on ne fait que postuler l’adiabaticité, à notre connaissance aucun théorème adiabatique ne
s’y applique rigoureusement. Comme nous l’avons vu au chapitre 5 section 5.2, de possibles difficul-
tés dans l’interprétation des champs adiabatiques existent. On peut en effet se poser la question de
savoir si c’est le croisement des valeurs propres dans le plan complexe ou seulement la cöıncidence
des parties réelles qui engendre de fort couplages non-adiabatiques.
Enfin le continuum est un ensemble connexe, le petit morceau de continuum que l’on fait entrer
dans l’espace actif, n’est pas isolé du reste du continuum (cf. fig. 14.1). L’espace actif n’est donc pas
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rigoureusement isolé. Ceci est très clair si on considère le champ non-abélien Fcont = δGf6→10 où
f6→10 est la matrice extraite de la connexion discrète pour les états de l’espace actif issus du conti-
nuum. Comme nous l’avons vu chapitre 4 section 4.4, ce champ mesure l’intensité des couplages
non-adiabatiques entre le sous-espace engendré par les états de l’espace actif issus du continuum
avec les autres états, et donc mesure le degré d’isolement de ce sous-espace. Ce champ est représenté
figure 14.5.
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Fig. 14.5 – Norme du champ non-abélien du sous-espace engendré par les états de l’espace actif
issus du continuum : ‖Fcont‖∞. Champ nul : jaune, champ fort : rouge (unités arbitraires).

Le champ adiabatique Fcont est uniformément important sur toute la variété M. On retrouve
bien le fait que le morceau de continuum n’est pas du tout isolé. Le sens de l’hypothèse adiabatique
n’est donc pas très clair dans ces conditions. Une étude plus poussée, portant sur l’application
de l’hypothèse adiabatique à des continua, est un point qu’il faudrait considérer dans de futurs
travaux.
Considérons f1→5 la matrice extraite de la connexion discrète pour les états de l’espace actif issus
des états liés. Le champ non-abélien Fbd = δGf1→5 mesure l’isolement du sous-espace engendré par
les états issus des états liés. Ce champ est représenté figure 14.6.
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Fig. 14.6 – Norme du champ non-abélien du sous-espace engendré par les états de l’espace actif
issus des états liés : ‖Fbd‖∞. Champ nul : jaune, champ fort : rouge (unité arbitraires).

On constate, que ‖Fbd‖∞ nul pour les faibles intensité du laser, devient brutalement fort pour
E > 0.2. Les états liés deviennent des résonances avec la monté en intensité du laser, en effet
comme nous l’avons dit en introduction de cette partie, la surface adiabatique du bas a son puits
de potentiel plus haut que sa limite en r → ∞ (fig. 12.7 à droite). Les états liés sont alors des
résonances de forme, dont la durée de vie correspond à la durée de l’effet tunnel. La valeur absolue
de la partie imaginaire de ces résonances augmente avec l’intensité du laser, les valeurs propres
migrent donc dans le plan complexe inférieur en direction du continuum. On peut penser que la
brutale augmentation de ‖Fbd‖∞ pour E = 0.2 correspond, soit à la rencontre entre le spectre discret
et le continuum, soit à la cöıncidence des parties réelles entre les résonances et le continuum. On
constate toutefois figure 14.7, que la rencontre entre les résonances et le continuum ne se produit
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qu’au delà de E = 0.6, et n’explique donc pas la brutale augmentation du champ adiabatique.
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Fig. 14.7 – Spectre actif de H+
2 dans le plan complexe pour ωeff = 0.33 et pour E = 0 (rouge),

E = 0.1 (orange), E = 0.2 (jaune-orange), E = 0.3 (jaune), E = 0.4 (vert), E = 0.5 (cyan) et
E = 0.6 (bleu)

En revanche au delà de E = 0.2, une des valeurs propres commence à avoir une partie imaginaire
importante (état issu de |2Σ+

g , k = 2〉), de plus cette résonance se trouve à la verticale du spectre
continu. On pourrait donc penser, que tant que le spectre discret correspond à des états liés, ce
sont les croisements vrais sur la droite réelle qui fixent les couplages non-adiabatiques (faible champ
adiabatique de E = 0 à E = 0.2), par contre dès que le spectre est associé à des états de résonance,
c’est la cöıncidence des parties réelles qui fixe l’intensité des champs adiabatiques.

14.3 Couplages non-adiabatiques, piégeage et contrôle

Nous cherchons à contrôler la photodissociation, les transitions vers les états liés, et le piégeage
de la molécule H+

2 . Pour cela nous allons considérer le potentiel adiabatique spatio-temporel, A+ =
A+ı~−1Edt ∈ Ω1(M, u(10)), qui comme nous l’avons explicité dans la partie I de ce travail, contient
les informations nécessaires pour une analyse prédictive du contrôle. Pour un état a donné, le champ
adiabatique abélien Fa = dAaa (calculé en fait par la formule Fa = δGfaa−1), est caractéristique de
l’amplitude des couplages non-adiabatiques de a avec les autres états. Les cartes des intensités des
différents champs adiabatiques, permettent de déterminer l’existence et la position des différents
monopôles-trous de ver, et par la même, d’imaginer les trajectoires dansM induisant des transferts
de population d’un état à l’autre (passage d’un espace parallèle à un autre).
Le piégeage est toutefois un effet bien différent d’un transfert entre états. Lorsque l’intensité du
laser est grande, du fait de l’effet tunnel induit par la forme de la surface adiabatique basse, les
états liés de 2Σ+

g deviennent des résonances caractérisées par leurs durées de vie (vitesses de l’effet
tunnel) inversement proportionnelles aux parties imaginaires des valeurs propres de résonance.
Le piégeage consiste en l’apparition sur la surface adiabatique du haut, d’un véritable état lié
(de durée de vie pratiquement infinie à champ constant), caractéristique d’une résonance qui
“retombe” brutalement sur l’axe réel. Bien qu’il se produise à champ constant, ce phénomène est
profondément dynamique car caractérisé uniquement par les durées de vie des états. C’est donc le
potentiel dynamique ı~Edt plutôt que le potentiel géométrique A, qui va contenir les informations
sur le piégeage. E étant la matrice des valeurs propres, ce sont naturellement les cartes des parties
imaginaires (et donc des durées de vies à champ constant), qui vont nous intéresser.
L’analyse de ces différentes cartes pourraient nous permettre de contrôler à la fois le piégeage et les
transitions afin d’obtenir des schémas où l’on contrôle à la fois la dissociation et les probabilités de
transitions inélastiques. De plus, en considérant une superposition d’états, nous pourrions profiter
des interférences entre les espaces parallèles, pour enrichir les possibilités de contrôle.
Nous avons représenté figure 14.8 les champs adiabatiques abéliens pour les 10 états de l’espace
actif.
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Fig. 14.8 – Champs magnétiques adiabatiques sur la variété de contrôleM pour les états de l’espace
actif, en haut les états issus de 2Σ+

g pour (de gauche à droite) k = 1, 2, 3, 4 et 5, en bas les états
représentant la bande de continuum issue de 2Σ+

u pour (de gauche à droite) k = 61, 62, 63, 64 et 65.
Une densité de champ magnétique nulle est représentée en jaune, un champ fort en rouge (unités
arbitraires).

Ces cartes font apparâıtre un grand nombre de monopôles magnétiques, en les combinant entre
elles, on obtient la carte des trous de ver entre les espaces parallèles associés aux états de l’espace
actif, figure 14.9.
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Fig. 14.9 – Champ de couleur des monopôles u(10) associés à l’espace actif dans la variété de
contrôleM, avec pour convention, un trou de ver orange entre (2Σ+

g , 1) et (2Σ+
u , 61), un trou de ver

rouge entre (2Σ+
g , 2) et (2Σ+

u , 61), vert entre (2Σ+
g , 2) et (2Σ+

u , 62), bleu entre (2Σ+
g , 2) et (2Σ+

u , 63),
jaune entre (2Σ+

g , 4) et (2Σ+
u , 63), cyan entre (2Σ+

g , 4) et (2Σ+
u , 64), et magenta entre (2Σ+

g , 4) et
(2Σ+

g , 65), (S, k) étant l’espace parallèle associé à l’état instantané issu de la surface S et de l’état
k. Il n’y a pas d’autres trous de ver entre les 10 espaces parallèles issus de l’espace actif. Les trous
noirs-monopôles, associés à des couplages entre des états de l’espace actif et des états intrus, n’ont
par été représentés. Ceux-ci sont visibles sur 14.8 par élimination avec les monopôles représentés
ici. Des aberrations numériques sont visibles sur cette figure au-delà de E = 0.6, celles-ci sont dues
aux non-convergences du programme de diagonalisation, elles se superposent parfaitement avec les
points tracés figure 14.2.

Les différentes connexions entre espaces parallèles par des trous de ver sont représentées figure
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14.10

g

u

1 2 3 4 5

61 62 63 64 65

Fig. 14.10 – Représentation schématique des connexions par trou de ver entre les différents états
de l’espace actif. Les couleurs se réfèrent à celles utilisées figure 14.9.

Il est intéressant de noter que les états 3 et 5 sont isolés dans l’espace actif. En ce qui concerne
l’état 5, la figure 14.8 montre qu’il possède des couplages mais avec l’extérieur de l’espace actif,
alors que l’état 3, ne présente aucun couplage. Il est également intéressant de constater que pour
une fréquence fixe, ces états correspondent à des résonances qui restent très proches de l’axe réel, et
sont donc isolées du reste du spectre actif, comme le montre la figure 14.7. Enfin, il n’existe aucun
couplage direct entre les états liés, en accord avec le fait que le moment dipolâıre électrique ne
couple les états qu’entre les deux surfaces. C’est donc aussi le cas de l’opérateur moment dipolâıre
déformé avec l’espace actif : µ(~R) = T−1(~R)µT (~R) ∈ Γ(M, V ), où T (~R) ∈ M10×800(C) est la
matrice des vecteurs propres de l’espace actif au point ~R ∈ M, et (V,M, u(10), πV ) est le fibré
vectoriel associé au fibré adiabatique représentant les observables se déformant.
Pour identifier les piégeages électromagnétiques, nous avons tracé les cartes des parties imaginaires
des états de l’espace actif, figure 14.11.
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Fig. 14.11 – Gradient des valeurs absolues des parties imaginaires des valeurs propres des états
de l’espace actif en fonction de M, en haut les états issus de 2Σ+

g pour (de gauche à droite)
k = 1, 2, 3, 4 et 5, en bas les états représentant la bande de continuum issue de 2Σ+

u pour (de gauche
à droite) k = 61, 62, 63, 64 et 65. Violet : [0, 10−10[, Bleu : [10−10, 10−9[, Turquoise : [10−9, 10−8[,
Cyan : [10−8, 10−7[, Vert : [10−7, 10−6[, Jaune : [10−6, 10−5[, Jaune-orange : [10−5, 10−4[, Orange :
[10−4, 10−3[, et Rouge : ≥ 10−3.

Le piégeage apparâıt clairement sur l’état 3, comme une fine ligne au-delà de E = 0.3, où la
durée de vie de l’état à champ constant devient très grande.
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Malheureusement l’état 3 est aussi un état qui ne présente aucun couplage non-adiabatique dans
la gamme d’amplitudes et de fréquences considérée. Si l’état initial de la dynamique se projette
complètement sur cet état, la fonction d’onde se projettera toujours entièrement sur celui-ci à la
fin de la dynamique. On ne peut donc pas espérer obtenir (dans cette gamme de fréquences et
d’amplitudes), à la fois un contrôle du piégeage et des transferts de population à partir uniquement
de l’état 3.

14.4 Autre fenêtre de fréquences

Nous avons réitéré les calculs effectués dans les sections précédentes, mais pour ωeff ∈ [0.35, 0.37].
L’espace actif est cette fois engendré par les états issus de (2Σ+

g , 1), (2Σ+
g , 2), (2Σ+

g , 3), (2Σ+
g , 4),

(2Σ+
u , 63), (2Σ+

u , 64), (2Σ+
u , 65), (2Σ+

u , 66), (2Σ+
u , 67) et (2Σ+

u , 68), soit 4 états issus des états liés
et une bande de continuum plus large que dans le cas précédent. Comme dans le cas précédent,
l’algorithme itératif n’a pas convergé pour certains points, cf. fig. 14.12
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Fig. 14.12 – Points où l’algorithme de calcul des vecteurs propres n’a pas convergé dans M.

Les champs magnétiques adiabatiques pour la nouvelle fenêtre de fréquences sont donnés figure
14.13.
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Fig. 14.13 – Champs magnétiques adiabatiques sur la variété de contrôle M pour les états de
l’espace actif, en haut les états issus de 2Σ+

g pour (de gauche à droite) k = 1, 2, 3, 4 et et l’état issu
de 2Σ+

u pour k = 63, en bas les états issus de 2Σ+
u pour (de gauche à droite) k = 64, 65, 66, 67 et 68.

Une densité de champ magnétique nulle est représentée en jaune, un champ fort en rouge (unités
arbitraires).

Les trous de ver associés au nouvel espace actif sont donnés figure 14.14 et figure 14.15.
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Ω

Fig. 14.14 – Champ de couleur des monopôles u(10) associés à l’espace actif dans la variété de
contrôle M, avec pour convention, un trou de ver bleu entre (2Σ+

g , 1) et (2Σ+
u , 63), un trou de ver

rouge entre (2Σ+
g , 1) et (2Σ+

u , 64), vert entre (2Σ+
g , 2) et (2Σ+

u , 66), jaune entre (2Σ+
g , 4) et (2Σ+

u , 67),
cyan entre (2Σ+

g , 2) et (2Σ+
u , 65), et magenta entre (2Σ+

g , 2) et (2Σ+
g , 64), (S, k) étant l’espace pa-

rallèle associé à l’état instantané issu de la surface S et de l’état k. Il n’y a pas d’autres trous de
ver entre les 10 espaces parallèles issus de l’espace actif. Les trous noirs-monopôles, associés à des
couplages entre des états de l’espace actif et des états intrus, n’ont par été représentés. Ceux-ci
sont visibles sur 14.13 par élimination avec les monopôles représentés ici. Des aberrations numé-
riques sont visibles sur cette figure au-delà de E = 0.6, celles-ci sont dues aux non-convergences du
programme de diagonalisation, elles se superposent parfaitement avec les points tracés figure 14.12.

1 2 3 4

63 64 65 66 67 68

g

u

Fig. 14.15 – Représentation schématique des connexions par trou de ver entre les différents états
de l’espace actif. Les couleurs se réfèrent à celles utilisées figure 14.14.

Les parties imaginaires des valeurs propres de l’espace actif en fonction deM pour la nouvelle
fenêtre de fréquences sont données figure 14.16.

L’état issu de (2Σ+
g , 4) présente à son tour un piégeage. Dans la gamme de fréquences considérée,

il n’est pas couplé à d’autres états, par contre il l’est dans la gamme de la section précédente.
En résumant et en extrapolant les résultats pour les deux gammes de fréquences, la situation peut
être synthétisée par la figure 14.17.

En conclusion

Le figure 14.17 montre qu’il est difficile d’utiliser les lignes de piégeage afin de contrôler les
transitions à 2 photons entre deux états liés de 2Σ+

g sans avoir une dissociation importante. En
effet ces lignes de piégeage (comme celle associée à l’état 4, en magenta figure 14.17), sont très
éloignées des lignes de monopôles magnétiques associées aux couplages non-adiabatiques forts entre
l’état en question et le continuum (en vert sur la figure 14.17 pour l’état 3). De plus les transitions
entre états liés ne peuvent se faire que via un état du continuum (et donc un état très dissociatif).
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Fig. 14.16 – Gradient des valeurs absolues des parties imaginaires des valeurs propres des états
de l’espace actif en fonction de M, en haut les états issus de 2Σ+

g pour (de gauche à droite)
k = 1, 2, 3, 4 et l’état issu de 2Σ+

u pour k = 63, en bas les états issus de 2Σ+
u pour (de gauche à

droite) k = 64, 65, 66, 67 et 68. Violet : [0, 10−10[, Bleu : [10−10, 10−9[, Turquoise : [10−9, 10−8[,
Cyan : [10−8, 10−7[, Vert : [10−7, 10−6[, Jaune : [10−6, 10−5[, Jaune-orange : [10−5, 10−4[, Orange :
[10−4, 10−3[, et Rouge : ≥ 10−3.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.70
0.33

0.34

0.35

0.36

0.37

666564636261605958

1

2

4

58

63

62

61

60

59

64

60

61

62

63

64

65

66

64

63

65

66

Fig. 14.17 – Schéma des positions des monopôles magnétiques associés aux états issus de (2Σ+
g , 1)

(en bleu), de (2Σ+
g , 2) (en rouge), et de (2Σ+

g , 4) (en vert). Sont également indiqués les lignes de
piégeage des états issus de (2Σ+

g , 3) (en cyan) et de (2Σ+
g , 4) (en magenta). Les numéros indiquent

les états issus du continuum qui sont croisés.

On voit par ailleurs sur la figure 14.17, que la transition entre deux états issus des états liés via un
état du continuum, nécessite de parcourir une grande distance dansM alors que la molécule dissocie
par l’état du continuum en question. Par exemple une transition de l’état 1 vers le 2, nécessite le
passage de l’état 1 vers l’état du continuum 63 à la position (0.55, 0.36) puis la translation du
système à la position (0.45, 0.35) pour passer sur l’état 2. Ces considérations illustrent le caractère
très dissociatif de H+

2 , caractère qui rend très difficile tout contrôle portant sur des probabilités
non-négligeables.
Une étude plus poussée serait nécessaire pour comprendre le comportement des continua dans les
modèles adiabatiques. En particulier en ce qui concerne l’influence de la discrétisation du continuum.
Il est clair en effet sur la figure 14.17 que cette discrétisation induit une discrétisation de vortexes
magnétiques sous la forme de séries de monopôles magnétiques alignés. On peut en particulier se
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demander si des passages adiabatiques entre états “proches” du continuum vrai sont possibles, bien
que les couplages non-adiabatiques entre les états du continuum discrétisé soient nuls.
Il semble de plus que le système H+

2 est peut être encore trop simple pour illustrer des effets
d’interférences entre espaces parallèles. Enfin une analyse plus fine du contrôle, en particulier du
point de vue des effets spectroscopiques, nécessiterait d’étudier les relations entre le modèle des
phases géométriques et la spectroscopie.
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Conclusion et perspectives

La compréhension des systèmes photodynamiques quantiques est très importante pour la phy-
sique moderne, tant pour des problèmes de molécules en interaction avec le rayonnement dans les
milieux dilués astronomiques ou atmosphériques, que pour des problèmes de nanotechnologie, où
le contrôle par lasers de molécules, est une voie vers des systèmes informatiques quantiques. Il est
nécessaire de développer des modèles et des méthodes adaptés à ces systèmes, pour lesquels une
analyse ab-initio est possible, à des fins de prévision des trajectoires de contrôle. Nous avons pro-
posé au cours de ce travail, un modèle et des méthodes qui s’inscrivent dans cette logique.
Nous avons modélisé le rayonnement par la théorie de Floquet (t, θ) (chapitre 8), ce qui nous a
permis de rejeter les oscillations rapides de la porteuse dans l’espace de configuration quantique,
par l’utilisation de la phase temporelle θ. L’Hamiltonien ainsi transformé, ne dépend du temps qu’à
travers des paramètres lents comparés au temps propre quantique. Ces paramètres (fréquence du
laser, amplitude, polarisation,...), constituent la variété de contrôle M, qui représente toutes les
configurations possibles de l’environnement, et donc les paramètres sur lequel peut jouer l’expé-
rimentateur. La vitesse des paramètres étant lente, on peut faire appel dans la modélisation du
système dynamique, à un théorème adiabatique (chapitre 1). On dispose alors, d’un sous-espace
spectral de dimension finie qui se déforme avec M, et qui modélise parfaitement le système. Si
l’usage d’un théorème adiabatique n’est pas tout à fait justifié, on peut à défaut utiliser un espace
actif se déformant associé à la théorie des opérateurs d’onde temporels (chapitre 9), qui va se sub-
stituer à l’espace spectral de la théorie adiabatique. L’usage d’espaces actifs (adiabatiques ou non)
de petite dimension, règle la difficulté de représentation numérique du système, pour laquelle on
devrait a priori utiliser un espace vectoriel de très grande dimension représentant l’espace de Hilbert
total. L’utilisation d’espaces actifs se déformant, met d’autre part en évidence un phénomène de
phase de Berry (chapitre 2). La fonction d’onde apparâıt alors comme un transport parallèle associé
à un fibré principal. Ce fibré est le composite du fibré de la dynamique avec un fibré décrivant la
phase géométrique (chapitre 6). Celui-ci est soit le fibré adiabatique (P,M, G, πP ), soit le fibré des

espaces actifs (V
(0)
M (Cn), GM (Cn), G, πU ) (chapitre 3). La méthode des opérateurs d’onde apparâıt

également comme un transport parallèle lié à la phase de Berry non-adiabatique induite par l’es-
pace actif se déformant (chapitre 11). La courbure du fibré adiabatique est similaire à un champ
de Yang-Mills, associé à une interaction virtuelle dansM, entre des monopôles magnétiques et une
particule modélisant le système (chapitre 4). Nous avons vu d’ailleurs comment adapter ce modèle
en une méthode numérique. Il existe une discrétisation naturelle du modèle géométrique (chapitre
7), où en utilisant un réseau uniforme dans la métrique quantique mesurant la distance entre espaces
actifs (chapitre 3), on dispose d’une méthode de simulation numérique de la dynamique quantique,
optimale par rapport au temps de calcul et à la mémoire. La théorie des opérateurs d’onde, nous
apporte par ailleurs les méthodes permettant de calculer les vecteurs propres et de sélectionner
l’espace actif (chapitre 9), de mesurer l’adiabaticité du système (chapitre 10), et de corriger les
défauts à l’adiabaticité forte et utilisant des espace actifs non-adiabatiques dans les zones de M
où apparaissent des états intrus (chapitre 11). Enfin, il est possible de forcer l’adiabaticité par la
méthode CATM (chapitre 12).
Il reste cependant un certain nombres de questions concernant le modèle, qui n’ont pas été abordées
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ou qui n’ont pu être tranchées, au cours de ce travail. La topologie du fibré adiabatique, liée aux
monopôles magnétiques virtuels, est caractéristique des propriétés physiques du système dynamique
quantique. Mais les classes caractéristiques que nous avons considérées, ne sont liées qu’aux aspects
“abéliens” de la dynamique. Or les aspects non-abéliens sont d’une importance capitale (interfé-
rence entre trajectoires sur plusieurs espaces parallèles). La recherche d’une classe caractéristique
matricielle et d’invariants topologiques matriciels associés aux monopôles non-abéliens (dont ils
définiraient la charge), donnerait un équivalent de la structure construite sur les fibrés linéaires qui
sans aucun doute serait très utile. Ceci pourrait permettre une méthode de classification topolo-
gique des chemins sur M, en fonction de leurs effets, méthode qui serait plus quantitative que la
simple analyse de la carte des champs adiabatiques. La structure géométrique de la théorie de Flo-
quet (t, θ) semble plus subtile que la construction composite usuelle, du fait du passage de la phase
temporelle dans l’espace de configuration quantique. Il semble que la variété du double temps, le
cylindre engendré par (t, θ), joue un rôle qui compte-tenu de sa topologie est plus important que
l’espace temporel usuel R, en particulier par rapport à la classe de Chern. Ces points demandent
une étude plus approfondie que ce qui a été fait dans ce texte. Une analyse plus fine de la méthode
CATM semble également nécessaire, du point de vue spectral en particulier. Enfin, dans ce travail,
la discrétisation du continuum a été utilisée comme artifice pour appliquer la méthode adiabatique
(qui n’est utilisable qu’avec du spectre discret). Mais la signification de l’approximation adiabatique
sur les continua et les systèmes dissipatifs, reste quelque peu obscure. Une étude détaillée du lien
entre approximation adiabatique, méthode des potentiels optiques, et traitement des continua est
indispensable.
Les différents points abordés au cours de ce travail, ouvrent la voie vers des prolongements des
modèles qui y ont été développés. On a évoqué le fait que la méthode CATM pourrait être uti-
lisée dans une version multipas, pour générer un espace actif évolutif artificiel (à la manière de
la succession des opérateurs d’onde qui génère un espace actif évolutif naturel). Le concept de
potentiel optique comme frontière absorbante, pourrait lui aussi être généralisé en introduisant
des potentiels optiques non-locaux (au sens Bohmien du terme, c’est à dire dépendant de deux
points de l’espace), qui seraient mieux adaptés à la mécanique quantique (qui est profondément
une théorie non-locale). Ces potentiels pourraient être dérivés à partir d’un potentiel local défini
dans L2([0, r1], dr), transformé en un potentiel non-local par l’action d’un opérateur d’onde associé
à l’espace actif L2([0, r2], dr) avec r2 < r1. Enfin la théorie géométrique des espaces actifs, avec
la variété universelle et l’espace universel généralisé, semble induire des liens entre la théorie des
matrices densités, les espaces actifs se déformant, les opérateurs d’onde et les systèmes dynamiques
classiques. Ceci laisse la porte ouverte à des extensions du modèle vers la mécanique quantique
statistique et les problèmes de chaos quantique. Enfin comme nous l’avons vu, le modèle géomé-
trique des systèmes dynamiques quantiques contrôlés par un système classique (le rayonnement),
est basé sur l’espace-temps du contrôle C∞(M×R,C), qui n’est autre que l’espace des observables
classiques du système de contrôle. On pourrait imaginer un système dynamique quantique contrôlé
par un système quantique, en remplaçant la C∗-algèbre commutative C∞(M× R,C) par une C∗-
algèbre non-commutative des observables quantiques du système de contrôle, induisant une variété
de contrôle non-commutative. Avec un atome ou une molécule contrôlé par un champ électroma-
gnétique quantifié en cavité, la variété en question pourrait être le plan non-commutatif engendré
par les opérateurs créations et annihilation de photons, comme semble l’indiquer un récent article
[46].

L’application principale de ces développements reste le contrôle. Les problèmes de contrôle
dynamique se présentent comme suit : connaissant l’état initial du système dynamique et l’état
final vers lequel on souhaite se diriger, quel est le chemin C dans l’espace des paramètres de contrôle
pour lequel le système va évoluer vers l’état cible ? Le stockage du réseau X discrétisant M, sur
lequel la part importante de la dynamique (la connexion) est précalculée, permet, après son calcul
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initial, de pouvoir tester un très grand nombre de trajectoires différentes avec beaucoup de facilité
et en un temps très court. De plus la théorie des champs de Yang-Mills adiabatiques, permet dans
une certaine mesure, une prévision sur les trajectoires qui pourraient être efficaces pour résoudre le
problème de contrôle. L’intensité du champ de Yang-Mills (coloré en fonction des états impliqués),
permet de déterminer les zones de forts couplages entre les états de l’espace actif. Il permet de plus
d’estimer l’intensité du couplage entre l’espace actif et l’extérieur (les états intrus) en fonction de
M, ce qui donne une idée de la vitesse maximale autorisée aux paramètres de contrôle. Enfin le
système de cartes locales (visible par les lignes de changement de carte), qui est lié à la topologie
du fibré, permet de prévoir des effets du type chirping direct.
L’adiabaticité, les champs adiabatiques, les phases géométriques et le contrôle, ont été étudiés sur
différents systèmes modèles, des atomes à deux ou trois niveaux (chapitre 5), l’ion moléculaire H+

2

et une molécule modèle (chapitres 13 et 14). Nous sommes toutefois dans une phase préliminaire
de ces applications aux processus photoréactifs comme le prouve la simplicité de ces systèmes.
Des applications futures à d’autres systèmes sont également envisageables. En particulier, dans des
problèmes de contrôle pour l’informatique quantique, où la géométrie des espaces actifs (et des sous-
espaces actifs) pourrait être utile, un qubit n’étant rien d’autre qu’un sous-espace actif de dimension
2, une porte logique à une entrée étant une déformation de ce sous-espace actif, et une porte
logique à deux entrées une interaction entre deux sous-espaces actifs par un champ adiabatique.
Enfin des applications à des systèmes d’intérêts astrophysique apparaissent possibles. Le domaine
interstellaire met en jeu de nombreux processus inélastiques et photoréactifs (photodissociation,
photoionisation). La construction, dans le cadre de CATM, de propagateurs performants de paquets
d’onde, pourrait nous permettre d’appréhender le calcul de sections inélastiques rotationnelles pour
des collisionsH2O-H2 à des températures intermédiaires où les approches quantiques Close Coupling
ressentent de sérieuses difficultés dues à la dimension des bases moléculaires. Par ailleurs le milieu
interstellaire met en scène des grains dont les surfaces sont des terrains favorables à des processus
photoréactifs. Nos formulations pourraient rendre compte de l’effet de catalyse de ces grains en
considérant une variété de contrôle attachée aux interactions entre la surface du grain et la molécule
déposée qui photolyse. Enfin la spectroscopie est un outil privilégié de l’astrophysique dans ce même
milieu interstellaire. Nous souhaitons aborder dans un proche avenir la spectroscopie des milieux
dissipatifs en adaptant nos développements à cette thématique sur un modèle qui serait similaire à
celui utilisé par Philippe Durand [121] dans l’étude des profils de Fano.
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Fig. 14.18 – Schéma général de cette thèse.



Annexe A

Quelques mots sur les opérateurs
d’ordre

Dans ce paragraphe E désigne soit l’espace des opérateurs d’un espace de Hilbert H, soit une
algèbre de Lie g. U désigne alors, soit l’espace des opérateurs unitaires (ou contractifs) de H, soit
un groupe de Lie G associé à g.

Définition 10 (Opérateur d’ordre temporel). On appelle opérateur d’ordre temporel T (ou T-
produit, ou encore produit chronologique), l’opérateur tel que pour tout couple d’applications R 3
t 7→ A(t) ∈ E , R 3 t 7→ B(t) ∈ E, on a

T(A(t1)B(t2)) =

{
A(t1)B(t2) si t1 ≥ t2
B(t2)A(t1) si t1 < t2

Définition 11 (Opérateur d’ordre sur un chemin). Soit M une variété différentiable et C un chemin
orienté sur M paramétré par une application t 7→ γ(t). Soient A : C → E et B : C → E. Soient
x1 = γ(t1) ∈ C et x2 = γ(t2) ∈ C. L’opérateur d’ordre sur C est défini par

P(A(x1)B(x2)) = T(A(γ(t1))B(γ(t2)))

Théorème 15. Soit H : R→ E. Soit U(t, s) ∈ U solution de

ı
dU(t, s)

dt
= H(t)U(t, s)

U(s, s) = 1

U(t, s) est donné par la série de Dyson

U(t, s) =
∞∑

n=0

(−ı)n
∫ t

s

∫ t1

s
...

∫ tn−1

s
H(t1)H(t2)...H(tn)dtn...dt2dt1

Il est d’usage d’écrire

U(t, s) = Te−ı
R t
s
H(t′)dt′ = T

( ∞∑

n=0

(−ı)n
n!

(∫ t

s
H(t′)dt′

)n)

Te est appelée T-exponentielle ou exponentielle ordonnée chronologiquement.

Preuve : cf. [123] �
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Remarque : dans le cas où E = g, le produit dans la série de Dyson est le produit de l’algèbre
enveloppante Env(g).

Propriété 18.

U(t, s)U(s, r) = U(t, r)

⇐⇒ Te−ı
R t
s H(t′)dt′

Te−ı
R s
r H(t′)dt′ = Te−ı

R t
r H(t′)dt′

Preuve : cf. [123] �

Définition 12 (Expontentielle ordonnée sur un chemin). Soit C un chemin orienté paramétré par γ
dans une variété M . On note Ct = {γ(t′), t′ ∈ [0, t]}. Soit A ∈ Ω1(M,E). L’exponentielle ordonnée
sur le chemin C est définie par

Pe
−

R

Ct
A

= Te−
R t
0 Aµ(γ(t′))

dγµ(t′)

dt′
dt′

Théorème 16 (Théorème de la représentation intermédiaire). Soient A(t), B(t) ∈ E.

Te
R t
0 (A(t′)+B(t′))dt′ = Te

R t
0 A(t′)dt′

Te
R t
0 Te−

R t′
0 A(t′′)dt′′B(t′)Te

R t′
0 A(t′′)dt′′dt′

Preuve :

On note U(A) = Te
R t
0

A. Par définition on a :

d

dt
U(A+B) = (A+B)U(A+B)

d

dt
U(A) = AU(A)

Or
d

dt
U(A)−1 = −U̇(A)U−2(A) = −AU(A)−1

donc

A = −dU(A)−1

dt
U(A) = −U(A)

dU(A)−1

dt

d’où

d

dt
U(A+B) = −U(A)

dU(A)−1

dt
U(A+B) +BU(A+B)

U(A)−1 dU(A+B)

dt
= −dU(A)−1

dt
U(A+B) + U(A)−1BU(A+B)

U(A)−1 dU(A+B)

dt
+
dU(A)−1

dt
U(A+B) = U(A)−1BU(A+B)

d

dt

(
U(A)−1U(A+B)

)
= U(A)−1BU(A)U(A)−1U(A+ B)

cette dernière équation étant la définition d’une T-exponentielle, on a

U(A)−1U(A+B) = U
(
U(A)−1BU(A)

)

�

Propriété 19. Soit g : t 7→ g(t) ∈ G et A(t) ∈ g.

Te−
R t
0 (g−1(t′)A(t′)g(t′)+g−1(t′)∂t′g(t

′))dt′ = g−1(t)Te−
R t
0 A(t′)dt′g(0)
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Preuve :

On pose U(A) = Te−
R

A et Ã = g−1Ag + g−1∂tg.

d

dt
U(Ã) = −(g−1Ag + g−1 d

dt
g)U(Ã)

g
d

dt
U(Ã) +

dg

dt
U(Ã) = −AgU(Ã)

d

dt
(gU(Ã)) = −AgU(Ã)

d’où

g(t)U(Ã) = U(A)f

où f ∈ G est une constante.

Te−
R t
0

Ã(t′)dt′ = g(t)−1
Te−

R t
0

A(t′)dt′f

Comme Te−
R

0

0
Ã(t′)dt′ = 1 on a f = g(0). �

Théorème 17 (Théorème de Stokes non-abélien). Soit M une variété différentiable, A ∈ Ω1(M, g)
et F ∈ Ω2(M, g) définis par l’équation de structure de Cartan :

F = dA+A ∧A

avec d différentielle extérieure de M . Soit C un chemin orienté fermé dans M et soit S une surface
de M telle que ∂S = C. Soit (τ, σ) un système de coordonnées locales de S, tel que {(σ(x), τ(x)), x ∈
S} = [σ0, σ∗]× [τ0, τ∗]. On suppose de plus que (σ0, τ0) ∈ C. On pose :

A�S = A0(σ, τ)dτ +A1(σ, τ)dσ

F�S = F01(σ, τ)dτ ∧ dσ

Soit

T (σ, τ) = Pe
R σ
σ0
A1(σ′,τ0)dσ

Pe
R τ
τ0
A0(σ0,τ ′)dτ ′

Alors on a

Pe
H

C A = Pτe
1
2

R

S T
−1(σ,τ)F01(σ,τ)T (σ,τ)dσdτ

=
∞∑

n=0

1

2n

∫ σ∗

σ0

∫ σ∗

σ0

...

∫ σ∗

σ0

∫ τ∗

τ0

∫ τ1

τ0

...

∫ τn−1

τ0

T−1(σ1, τ1)F01(σ1, τ1)T (σ1, τ1)...

...T−1(σn, τn)F01(σn, τn)T (σn, τn)dτn...dτ1dσn...dσ1

Preuve : cf. [82] �

Propriété 20. Dans les hypothèses du théorème précédent. Soit S 3 (σ, τ) 7→ g(σ, τ) ∈ G. On
pose

Ã(σ, τ) = g(σ, τ)−1A(σ, τ)g(σ, τ) + g(σ, τ)−1dSg(σ, τ)

Alors

Pe−
H

C
Ã = g(σ0, τ0)

−1
Pτe
− 1

2

R

S
T−1(σ,τ)F01(σ,τ)T (σ,τ)dσdτ g(σ0, τ0)

Preuve : cf. [82] �
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Théorème 18 (Intégrale de Riemann non-abélienne). Soit t 7→ U(t, 0) = Te−ı~
−1

R t
0
H(t′)dt′ le

semi-groupe d’évolution associé à une famille d’opérateurs auto-adjoints t 7→ H(t) d’un espace de
Hilbert H. On suppose t 7→ H(t) fortement Riemann-intégrable. On définit une partition de [0, t]
par PN : t0 = 0 < t1 < t2 < ... < tN−1 < tN = t, et δ(PN ) = maxi=0,...,N−1(ti+1 − ti) le pas de la
discrétisation. Alors, pour toute partition telle que limN→+∞ δ(PN ) = 0 on a :

U(t, 0) = s– lim
N→+∞

T

N−1∏

i=0

e−ı~
−1H(ti)(ti+1−ti)

Preuve :

Dans tout ce qui suit on se place dans la topologie forte. Toutes les séries, intégrales et limites
d’opérateurs sont supposées implicitement converger fortement.
• On considère la série de Dyson U(t, 0) :

Te−ı~−1
R t
0

H(t′)dt′ =

∞∑

n=0

(−ı~−1)n

∫ t

0

∫ t1

0

...

∫ tn−1

0

H(t1)...H(tn)dtn...dt1

Comme H(t) est Riemann-intégrable, on a

lim
N→+∞

N−1∑

n=0

(tn+1 − tn)H(tn) =

∫ t

0

H(t′)dt′

la limite étant indépendante de la partition PN choisie. Soit PN une partition de [0, t] et P ′
N ′(n)

une partition [0, tn] avec tn ∈ PN . On a :

∫ t

0

∫ t1

0

H(t1)H(t2)dt2dt1 = lim
δ(PN )→0

∑

tn1
∈PN

(tn1+1 − tn1
)H(tn1

)

∫ tn1

0

H(t2)dt2

= lim
δ(PN )→0

∑

tn1
∈PN

lim
δ(P′

N′(n1))→0

∑

tn2
∈P′

N′(n1)

(tn1+1 − tn−1)(tn2+1 − tn2
)H(tn1

)H(tn2
)

La formule précédente est vraie pour toute partition PN et P ′
N ′(n1), et en particulier, elle est

vraie pour P ′
N ′(n1) ≤ PN (i.e. ∀tp ∈ P ′

N ′ , tp ∈ PN et tN ′ = tn1
). Avec ce choix particulier on a

∫ t

0

∫ t1

0

H(t1)H(t2)dt2dt1 = lim
δ(PN )→0

N−1∑

n1=0

n1−1∑

n2=0

(tn1+1 − tn−1)(tn2+1 − tn2
)H(tn1

)H(tn2
)

On introduit ∀PN et ∀n ∈ N

DN−1
n = (−ı~−1)n

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

...

pn−1−1∑

pn=0

(tp1+1 − tp1
)...(tpn+1 − tpn)H(tp1

)...H(tpn)

on a

(−ı~−1)n

∫ t

0

∫ t1

0

...

∫ tn−1

0

H(t1)H(t2)...H(tn)dtn...dt1 = lim
N→+∞

DN−1
n

• D’après le théorème de Stone ([126]) on a pour tout opérateur auto-adjoint A :

lim
t→0

eıtA − 1

t
= ıA

donc

(1− ıAt) ∼
t∈V(0)

e−ıAt
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et finalement :

(1 − ı~−1H(tN−1)(tN − tN−1))...(1 − ı~−1H(0)t1)︸ ︷︷ ︸
DN−1

∼
N∈V(+∞)

e−ı~−1H(tN−1)(tN−tN−1)...e−ı~−1H(0)t1

• en développant l’expression précédente on trouve

DN−1 =

N−1∑

n=0

(−ı~−1)n
N−1∑

p1=0

N−1∑

p2=p1+1

...

N−1∑

pn=pn−1+1

H(tpn)...H(tp1
)(tpn+1 − tpn)...(tp1+1 − tp1

)






0 ≤ p1 ≤ N − 1
p1 < p2 ≤ N − 1
...
pn−1 < pn ≤ N − 1

⇐⇒ 0 ≤ p1 < p2 < ... < pn ≤ N − 1

⇐⇒






0 ≤ pn ≤ N − 1
0 ≤ pn−1 < pn

...
0 ≤ p1 < p2

on voit que

DN−1 =

N−1∑

n=0

(−ı~−1)n
N−1∑

pn=0

pn−1∑

pn−1=0

...

p2−1∑

p1=0

H(tpn)...H(tp1
)(tpn+1 − tpn)...(tp1+1 − tp1

)

par un changement des indices de sommation on a

DN−1 =

N−1∑

n=0

(−ı~−1)n
N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

...

pn−1−1∑

pn=0

(tp1+1 − tp1
)...(tpn+1 − tpn)H(tp1

)...H(tpn)

=

N−1∑

n=0

DN−1
n

• Soit :

TN−1
n =

n∑

m=0

DN−1
m

Si la série converge

lim
n→+∞

TN−1
n =

∞∑

n=0

DN−1
n = Te−ı~−1

PN−1
p=0 (tp+1−tp)H(tp)

En effet on a

Te−ı~−1
PN−1

p=0 (tp+1−tp)H(tp) = T

{
∞∑

n=0

(−ı~−1)n

n!

(
N−1∑

p=0

(tp+1 − tp)H(tp)

)n}

On veut prouver que pour tout opérateur A(t) ∈ B(H) on a :

∀n ∈ N T

{(
N−1∑

p=0

A(tp)

)n}
= n!

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

...

pn−1∑

pn=0

A(tp1
)...A(tpn)

On rappelle que

T {A(t1)A(t2)} =

{
A(t1)A(t2) si t2 < t1
A(t2)A(t1) si t2 ≥ t1
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On suppose la formule vraie au rang n, alors au rang n+ 1 on a :

T






(
N−1∑

p1=0

A(tp1
)

)(
N−1∑

p2=0

A(tp2
)

)
...




N−1∑

pn+1=0

A(tpn+1
)










= T






(
N−1∑

p1=0

A(tp1
)

)

n!

N−1∑

p2=0

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp2
)...A(tpn+1

)










= n!

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp1
)A(tp2

)...A(tpn+1
)

+n!

N−1∑

p1=0

N−1∑

p2=p1

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp2
)T
{
A(tp1

)...A(tpn+1
)
}

= n!

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp1
)A(tp2

)...A(tpn+1
)

+n!

N−1∑

p2=0

p2−1∑

p1=0

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp2
)T
{
A(tp1

)A(tp3
)...A(tpn+1

)
}

= n!

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

p2−1∑

p3=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp1
)A(tp2

)...A(tpn+1
)

+n!

N−1∑

p2=0

p2−1∑

p1=0

p1−1∑

p3=0

p3−1∑

p4=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp2
)A(tp1

)A(tp3
)...A(tpn+1

)

+n!
N−1∑

p2=0

p2−1∑

p1=0

p2−1∑

p3=p1

p3−1∑

p4=0

...

pn−1∑

pn+1=0

A(tp2
)A(tp3

)A(tp1
)T
{
A(tp4

)...A(tpn+1
)
}

... un changement d’indices de sommation donne

= (n+ 1)n!

N−1∑

p1=0

p1−1∑

p2=0

...

pn∑

pn+1=0

A(tp1
)...A(tpn+1

)

Donc, si la formule est vraie au rang n, alors elle l’est au rang n + 1. Comme elle est vraie au
rang 1, on en conclut par récurrence qu’elle l’est quelque soit n. En utilisant cette formule, on
trouve

∞∑

n=0

DN−1
n = Te−ı~−1 PN−1

p=0 (tp+1−tp)H(tp)

si la série converge.

• Pour prouver la convergence de la série , on remarque que

(−ı~−1)n
∑N−1

p1=0

∑p1−1
p2=0 ...

∑pn−1−1
pn=0 H(tp1

)...H(tpn)(tpn+1 − tpn)...(tp1+1 − tp1
)

= (−ı~−1)n

n! T

{(∑N−1
p=0 (tp+1 − tp)H(tp)

)n}

≤ 1

~nn!

(
N−1∑

q=0

(tq+1 − tq) sup
p
‖H(tp)‖

)n

≤ 1

~nn!

(
N−1∑

q=0

(tq+1 − tq)
)n

sup
p
‖H(tp)‖n

De plus
∑N−1

q=0 (tq+1 − tq) = tN − t0 = t. Donc on a :

‖DN−1
n ‖ ≤

(
~−1t supp ‖H(tp)‖

)n

n!
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On a majoré la norme du terme général des séries par une suite indépendante de N et telle que

la série associée converge pour m→∞ (la limite est e~
−1t supp ‖H(tp)‖), donc la série

∑
nD

N−1
n

converge pour n→ +∞, de plus la convergence est normale et donc uniforme par rapport à N .

• Comme la convergence est uniforme, on a

lim
n→∞

lim
N→∞

TN−1
n = lim

N→∞
lim

n→∞
TN−1

n = lim
N→∞

TN−1
N−1

Il est clair que

lim
n→∞

lim
N→∞

TN−1
n = Te−ı~−1

R

t
0

H(t′)dt′

lim
N→∞

TN−1
N−1 = lim

N→+∞
T

N−1∏

p=0

e−ı~−1H(tp)(tp+1−tp)

�
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Annexe B

Éléments de la théorie des fibrés
principaux et de leurs connexions

Tout au long de ce texte, il est fait usage des notions de fibré principal et de connexion. Cette
annexe a pour but de résumer l’ensemble des définitions et des propriétés de cette théorie, utiles
pour une bonne compréhension du travail présenté dans cette thèse. Pour plus de précisions sur les
notions présentées ici, le lecteur peut se reporter à [32, 100, 113, 127, 128, 36, 98, 43, 51, 52, 53],
en particulier pour trouver les démonstrations qui ont été omises ici.

B.1 Notions sur les fibrés

Définition 13 (Espace fibré). Un espace fibré est la donnée d’un triplet (P,M, π) où P et M sont
deux variétés différentiables et π est une application surjective de P dans M . Dans le langage des
fibrés, P se nomme espace total, M espace de base, π projection et ∀x ∈M , π−1(x) fibre au dessus
de x.

Définition 14 (Fibré (localement) trivial). Un fibré (P,M, π) est dit trivial si il existe une variété
F tel que P = M × F . Il est dit localement trivial si il existe F tel que pour tout ouvert U de M ,
π−1(U) ' U ×F . Si (P,M, π) est localement trivial, ∀x ∈M , π−1(x) ' F , on dit que F est la fibre
type du fibré.

Définition 15 (Trivialisations locales et difféomorphismes de fibre). Soit (P,M,F, π) un fibré
localement trivial et U = {U i}i un atlas de M . ∀x ∈ U i, on appelle difféomorphisme de fibre
le difféomorphisme φix : π−1(x) → F . On appelle trivialisation locale de P au dessus de U i le
difféomorphisme φi : π−1(U) → U × F . La donnée de tous les difféomorphismes de fibre ou de
toutes les trivialisations locales pour l’atlas U , définit complètement le fibré.

Définition 16 (Fibré principal). Le fibré localement trivial (P,M,G, π) est appelé fibré principal
à droite, si G est un groupe de Lie qui agit transitivement à droite sur P par l’action sur chaque
fibre :

∀g ∈ G,∀u ∈ P,R(g)u = f−1
π(u)(fπ(u)(u) · g)

où fx est le difféomorphisme entre la fibre au dessus de x ∈ M et G, et · est le produit de groupe
de G. On dit que G est le groupe structural du fibré.

Définition 17 (Fonctions de transition). Soit un fibré principal (P,M,G, π) de difféomorphismes
de fibre φix pour un atlas U = {U i}i de M . On appelle fonctions de transition du fibré, les applica-
tions gij : U i ∩ U j → G telles que ∀x ∈ U i ∩ U j

gij(x) = φix
−1 ◦ φjx(e)

281



282 ANNEXE B. FIBRÉS PRINCIPAUX ET CONNEXIONS

e étant l’élément neutre de G. La donnée de toutes les fonctions de transition pour un atlas donné,
définit complètement le fibré.

Propriété 21. Les fonctions de transition d’un fibré satisfont aux propriétés suivantes :

gii(x) = e

gij(x) = g−1
ji (x)

gij(x)gjk(x)gki(x) = e

Définition 18 (Section locale). Une section locale d’un fibré (P,M, π) est une application :

σ :
U ⊂M → P

x 7→ σ(x)

On note Γ(M,P ) (ou ΓP ) l’ensemble des sections de P

B.2 Connexion

Définition 19 (Connexion). Soit (P,M,G, π) un fibré principal. Soit u ∈ P , on note TuP l’espace
tangent à P au point u. La fibre F de u, possède un espace tangent que l’on appelle espace vertical
VuP ≡ TuF . Comme F ' G, VuP ' g l’algèbre de Lie de G. Le supplémentaire à VuP dans
TuP n’est pas unique, mais si l’on en choisit un, que l’on nomme espace horizontal HuP , TuP =
HuP ⊕ VuP , alors l’espace horizontal de tout autre point v de la même fibre F est fixé par l’action
de G sur les vecteurs tangents, induite par l’action de G sur F :

∀v ∈ F,∃g ∈ G|v = ug ⇒ HvP = HugP = R∗(g)(HuP )

Une connexion est le choix pour chacune des fibres, d’un espace horizontal. R∗ est la représentation
induite sur TP par la représentation R de G sur P :

R∗(g)X = dR(g)X

On pose l’espace tangent total, l’espace vertical total et l’espace horizontal total :

TP =
⊕

p∈P
TpM V P =

⊕

p∈P
VpM HP =

⊕

p∈P
HpM

la connexion est la donnée de HP .

Définition 20. φ ∈ Ω∗(P, g) est dite horizontale si :

φ�V P = 0

verticale si :
φ�HP = 0

Dans les définitions suivantes, la variété M peut désigner tout aussi bien l’espace de base que
l’espace total d’un fibré principal.

Définition 21 (Dérivée de Lie). Soit M une variété différentiable. Soient X,Y ∈ TM , on définit
le crochet de Lie de deux champs de vecteurs par :

[X,Y ] =

(
Xi ∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
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Soit f ∈ C∞(M), on définit la dérivée de Lie de f par rapport à X ∈ TM par :

LXf = X(f) = Xi ∂f

∂xi
= 〈df,X〉 = 〈 ∂f

∂xi
dxi,Xj ∂

∂xj
〉

〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité. Soit Y ∈ TM , on définit la dérivée de Y par rapport à X par :

LXY = [X,Y ]

Soit α ∈ Ω1M , on définit la dérivée de Lie de α par rapport à X par :

LXα(Y ) = X(α(Y ))− α([X,Y ])

⇐⇒ 〈LXα, Y 〉 = X(〈α, Y 〉)− 〈α, [X,Y ]〉

LX est linéaire, distributive par rapport au produit tensoriel et commute avec la contraction.

LX(T ⊗ S) = (LXT )⊗ S + T ⊗ (LXS)

Soit η ∈ ΩpM :

(LXη)(X1, ...,Xp) = X(η(X1, ...,Xp))−
p∑

j=1

η(X1, ..., [X,Xj ] , ...,Xp)

Définition 22 (Produit intérieur). Soit M une variété. Soit φ ∈ ΩrM , X ∈ TM , on définit le
produit intérieur par :

iX : ΩrM → Ωr−1M

iXφ(X1, ...,Xr−1) = φ(X,X1, ...,Xr)

f ∈ C∞(M) :

iXf = 0

iX est une anti-dérivation de l’algèbre graduée Ω∗M :

iX(φ ∧ η) = (iXφ) ∧ η + (−1)rφ ∧ (iXη)

i2X = 0

Propriété 22.

LX = iXd+ diX = {iX , d}

LXd = dLX

[LX , iY ] = i[X,Y ]

L[X,Y ] = [LX , LY ]

η ∈ Ω1M : iXη = 〈η,X〉 = η(X)

f ∈ C∞(M) : iXdf = X(f) = LXf

iX iY = −iY iX
f ∈ C∞(M) : LfX = fLX + df ∧ iX
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Définition 23 (Champs de vecteurs fondamentaux). Soit M une variété différentiable. G une
groupe de Lie d’algèbre g, qui agit à droite sur M par R. Soit X ∈ g. Le champ de vecteurs
fondamental associé à X est :

x ∈M 7→ X̂(x) =
d

dt

(
R(e−tX)x

)
|t=0

·̂ : g→ TM

X 7→ X̂ est un morphisme d’algèbre :

[̂X,Y ] =
[
X̂, Ŷ

]

On note gM l’ensemble des champs de vecteurs fondamentaux.

Définition 24 (Invariance par rapport à un champ de vecteur). Soit M une variété. φ ∈ Ω∗M est
dite invariante par rapport à X ∈ TM si LXφ = 0. L’ensemble des invariants est une sous-algèbre
de Ω∗M . De plus on note Ω∗L=0M = {φ ∈ Ω∗M |∀X ∈ gM , LXφ = 0}.

Propriété 23. Soit M une variété, G un groupe de Lie agissant à droite sur M par R, X ∈ gM ,
R∗ la représentation induite sur Ω∗M par R (duale de R∗) :

(R∗(g)φ)(X1, ...,Xr) = φ(R∗(g)X1, ..., R∗(g)Xr)

alors ∀g ∈ G on a :

iXR
∗(g) = R∗(g)iXg

LXR
∗(g) = R∗(g)LXg

dR∗(g) = R∗(g)d

Définition 25 (Invariance sous l’action d’un groupe). Soit G groupe de Lie agissant à droite sur
une variété M . On dit que φ ∈ Ω∗M est invariant sous l’action de G si et seulement si :

R∗(g)φ = φ ∀g ∈ G

On note Ω∗IM l’ensemble des formes invariantes, qui est une sous-algèbre stable par iX , LX et d.

Définition 26 (Forme horizontale). On définit l’ensemble des formes horizontales d’une variété
M par :

Ω∗i=0M = {φ ∈ Ω∗M |∀X ∈ gM , iXφ = 0}
Dans le cas d’un fibré principale à droite (P,M,G, π) muni d’une connexion HP , Ω∗i=0P cöıncide
avec la définition donnée plus haut.

Propriété 24. Soit M une variété sur laquelle agit à droite un groupe de Lie G.

Ω∗IM ⊂ Ω∗L=0M

si G est connexe on a égalité.

Théorème 19. Soit M une variété sur laquelle agit à droite un groupe de Lie connexe et compact
G. D’après la proposition précédente, on a Ω∗IM ' Ω∗L=0M . De plus :

H(Ω∗L=0M) ' H∗M
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Définition 27 (Forme basique). Soit M une variété différentiable sur laquelle agit un groupe de
Lie G. On appelle formes basiques de M l’ensemble :

Ω∗BM = Ω∗IM ∩ Ω∗i=0M

Si G est connexe, d’après le théorème précédent, on a :

Ω∗BM ' Ω∗i=0,L=0M

Propriété 25. Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite. On considère l’application cotangente
de la projection : π∗ : Ω∗M → Ω∗P . On a alors Imπ∗ = Ω∗BP , et comme π∗ est injectif, on a :

π∗ : Ω∗M
'−→ Ω∗BP

Propriété 26. Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite, tel que M soit orientée (l’orientation
de P découle de celle de M et de G). On pose r = dimG, et ω l’application telle que ∀w ∈ Ωp

BP
ω(w) = (−1)rpw. Soit E ∈ Ωr

IG telle que
∫
GE = 1 (cette forme est unique). On pose ε ∈ g∧r (g

étant l’algèbre de Lie de G), telle que 〈E(e), ε〉 = 1, e étant l’élément neutre de G et le crochet étant
le crochet de dualité (on rappelle que par définition g = TeG). On considère i le produit intérieur
de P . Alors on a le diagramme commutatif suivant :

Ω∗IP
↪→−−−−→ Ω∗P

ω◦iε
y

yr
R

G

Ω∗BP
'−−−−→
π∗

Ω∗M

Définition 28 (Equivariance). Soit M une variété différentielle sur laquelle agit à droite un groupe
de Lie G. Soit W un espace vectoriel et ρ une représentation de G sur W . ρ induit la représentation
ρ∗ sur Ω∗(M,W ) : ∀η ∈ Ω∗(M,W ),Xi ∈ TM, g ∈ G :

(ρ∗(g)η)(X1, ...,Xp) = ρ(g)(η(X1, ...,Xp))

On pose L l’action de G sur Ω∗(M,W ) définie par :

L(g)η = (ρ(g) · R∗(g))η = (R∗(g)⊗ ρ(g))η

la seconde égalité est modulo l’isomorphisme Ω∗(M,W ) ' Ω∗M ⊗W . η est dite équivariante si et
seulement si, pour tout g ∈ G :

L(g)η = η ⇐⇒ R∗(g)η = ρ−1(g)η

On note Ω∗I(M,W ) l’ensemble des formes équivariantes1. Ω∗I(M,W ) est stable par d.

Propriété 27. Soit M une variété sur laquelle agit à droite G. ρ une représentation de G sur un
espace vectoriel W , et ρLie la représentation induite de g sur W . Alors :

– Si η est équivariante alors ∀X ∈ T (M, g), LXη = −ρLie(X)η.
– Si G est connexe et ∀X ∈ T (M, g) LXη = −ρLie(X)η alors η est équivariante.

Exemple : ρ = Ad sur un fibré principal (P,M,G, π). η ∈ Ω∗I(M, g) une forme Ad(G)-équivariante :

R∗(g)η = Ad(g−1)η = g−1ηg

Si G est connexe :
LXη = −ad(X)η = [η,X]

1il est clair que l’équivariance est la généralisation de l’invariance quand les formes différentielles sont à valeurs
dans un espace vectoriel. Ou réciproquement, les formes invariantes sont équivariantes pour la représentation triviale
sur l’espace vectoriel R
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Définition 29 (Forme basique à valeurs dans un espace vectoriel). Soit P une variété différentiable,
G un groupe de Lie agissant à droite sur P , ρ une représentation de G sur un espace vectoriel W .
Les formes basiques de P sont :

Ω∗B(P,W ) = Ω∗I(P,W ) ∩ Ω∗i=0(P,W )

c’est à dire les formes équivariantes horizontales.

Définition 30 (1-forme de connexion). Soit un fibré principal (P,M,G, π) de connexion HP , on
définit la 1-forme de connexion de P par :

ω :
TP → g

Xα(u) ∈ VuP 7→ Xα

w ∈ HuP 7→ 0

ω ∈ Ω1(P, g)
La donnée de ω étant équivalente à HP , on parle simplement de connexion pour ω. ω est par
définition verticale.

Propriété 28. Soit (P,M,G, π) un fibré à droite de connexion ω, soit R l’action à droite de G
sur P et R∗ l’action induite de G sur Ω∗(P, g). La 1-forme de connexion vérifie :

R∗(g)ω = Ad(g−1)ω

⇐⇒ ω(R∗(g)X(p)︸ ︷︷ ︸
∈VR(g)p=p·g

) = g−1ω(X(p)︸ ︷︷ ︸
∈VpP

)g

donc ω ∈ Ω1
I(P, g), la 1-forme de connexion est Ad(G)-équivariante. De plus ∀X ∈ gM :

iXω = X

LXω = −ad(X)ω = [ω,X]

Définition 31 (Différentielle covariante). Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite muni d’une
connexion HP , W un espace vectoriel sur lequel est représenté G. Soit dP la différentielle extérieure
de P . Soit h la projection horizontale. On définit la différentielle covariante par :

D : Ωr(P,W )→ Ωr+1(P,W )

(Dφ)(X1, ...,Xr+1) = dPφ(h(X1), ..., h(Xr+1))

D = dP ◦ h
Par définition Dφ est horizontale.

Propriété 29 (Différentielle covariante sur les formes basiques). Soit (P,M,G, π) un fibré principal
à droite de connexion ω ∈ Ω1

I(M, g). Soit ρ une représentation de G sur un espace vectoriel W et
D la différentielle covariante associée, et soit ρLie la représentation induite de g sur W . On a alors
∀ψ ∈ Ω∗B(P,W ) :

Dψ = dPψ + ρLie(ω) ∧ ψ
Si de plus W = g et ρ = Ad (⇐⇒ ρLie = ad), ∀ψ ∈ Ω∗B(P, g) :

Dψ = dPψ + [ω,ψ]
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Définition 32 (Courbure). Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite de connexion ω ∈ Ω1
I(P, g),

on considère la représentation adjointe de G sur g. La courbure est définie par :

Ω = Dω

Ω ∈ Ω2
B(P, g) (Ω est Ad(G)-équivariante). ω n’étant pas basique, l’expression de la dérivée cova-

riante n’est pas donnée par la formule précédente, mais ici par l’équation de structure de Cartan :

Ω = dPω + ω ∧ ω = dPω +
1

2
[ω, ω]

⇐⇒ Ω(X,Y ) = dpω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )]

De plus on a l’identité de Bianchi :

DΩ = dPΩ + [ω,Ω] = 0

Propriété 30. Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite de courbure Ω ∈ Ω2
B(P, g), ρ une repré-

sentation de g sur un espace vectoriel W et D la différentielle covariante pour cette représentation.
Alors :

D2 = ρLie(Ω) ∧ ·
Si de plus W = g et ρ = Ad :

D2 = [Ω, ·]
Définition 33 (Potentiel de jauge). Soit (P,M,G, π) un fibré principal de connexion ω. Soit σ
une section locale de P et σ∗ son application tangente (son push forward) :

σ∗ :
TM → TP

φµ(x) ∂
∂xµ ∈ TxM 7→ φµ(x)∂σ

α(x)
∂xµ

∂
∂yα ∈ Tσ(x)P

{xµ} et {yα} étant respectivement des coordonnées locales de M et de P . On définit le potentiel de
jauge associé à la section σ comme :

(σ)A = ω ◦ σ∗
A ∈ Ω1(M, g). Si on note {Xα} les générateurs de g on a :

(σ)A = (σ)Aαµdx
µXα

A se transforme comme suit sous un changement de section τ(x) = σ(x)g(x) :

(τ)A = g−1(σ)Ag + g−1dg = Ad(g−1)(σ)A+ d ln g

Définition 34 (Courbure locale). Soit (P,M,G, π) un fibré principal de connexion ω, σ une section
locale de P , A le potentiel de jauge par rapport à σ, et Ω la courbure du fibré. De manière analogue
à A, on définit la courbure locale par :

F = Ω ◦ σ∗
Sous le changement section τ(x) = σ(x)g(x) :

(τ)F = g−1(σ)Fg

l’équation de structure de Cartan devient :

F = dA+A ∧A = dA+
1

2
[A,A]

où d est la différentielle extérieure de M ; l’identité de Bianchi devient :

dF + [A,F ] = 0
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On peut définir de plus la différentielle covariante locale D ◦ σ∗, qui sur les formes basiques est
D ◦ σ∗ = dP ◦ σ∗ + ρLie(ω) ∧ σ∗ = d+ ρLie(A) ∧ ·, avec D2 = ρLie(F ) ∧ ·.

Propriété 31 (1-forme de connexion de Ehresmann). Soit (P,M,G, π) un fibré principal, σ une
section locale du fibré et (σ)A un potentiel de jauge associé à σ. Soit φσ la trivialisation locale de
σ : ∀u ∈ P, φ−1

σ (u) = (x, g), u = σ(x)g. On a une 1-forme de connexion ω de potentiel de jauge
(σ)A par :

ω = g−1π∗(σ)Ag + g−1dP g

Définition 35 (Relèvement horizontal). Soit (P,M,G, π) un fibré principal muni d’une connexion.
Soit C une courbe de M . Un relèvement horizontal de C est une courbe C′ de P telle que π(C′) = C
et tel que ∀u ∈ C′, le vecteur tangent à C′ en u appartienne à HuP . La donnée d’un point initial
u0 ∈ P par lequel doit passer C′ suffit à fixer un unique relèvement horizontal.

Définition 36 (Transport parallèle). Soit (P,M,G, π) un fibré principal muni d’une connexion.
Le transport parallèle d’une fibre Fx = π−1(x) de x ∈ M vers x′ ∈ M le long d’un chemin C est
obtenu de la façon suivante : ∀u ∈ Fx on construit le relèvement horizontal C′u de C passant par u ;
le point d’arrivée du transport u′ est alors le point de la fibre π−1(x′) par lequel passe C′u.

Propriété 32. Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite, muni d’une connexion définie par le
potentiel de jauge A, C une courbe de M paramétrée par une application [0, 1] 3 t 7→ γ(t) ∈ C. On
note Ct la courbe décrite par [0, t] 3 t′ 7→ γ(t′). Soit σ une section locale de P définie sur un ouvert
englobant C. Alors le relèvement horizontal de C passant par σ(γ(0)) est défini par

∀t ∈ [0, 1], γ′(t) = σ(γ(t))g(σ(t)) ∈ P

où

g(σ(t)) = Te−
R t
0

(σ)Aµ(γ(t′))
dγµ(t′)

dt′
dt′ = Pe

−
R

Ct
(σ)A ∈ G

B.3 Notion de fibré associé

Soit (P,M,G, π) un fibré principal à droite et F une variété sur laquelle agit à droite G. Le
fibré associé à P par F a pour espace total

E = P ×G F = P × F/ ∼

avec la relation d’équivalence :

∀g ∈ G (p, f) ∼ (pg, g−1f)

On note pE : P × F → E la projection associée à ∼. On définit la projection du fibré associé par :

πE(pE(p, f)) = π(p)

et on a le diagramme commutatif suivant

P × F Pr1−−−−→ P

pE

y
yπ

E
πE−−−−→ M

Soit l’application

χp :
F → π−1

E (π(p)) ⊂ E
f 7→ pE(p, f)
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χp est le difféomorphisme de fibre de E.

∀g ∈ G χpg(f) = χp(g
−1f)

Soit φi : U i ×G→ P une trivialisation locale de P sur U i ouvert de M . Et soit si(x) = φi(x, e) sa
section locale trivialisante (e élément neutre de G). Alors la trivialisation locale de E au dessus de
U i est donnée par :

χsi :
U i × F → π−1

E (U i)
(x, f) 7→ pE(si(x), f) = χsi(x)(f)

Les fonctions de transition de E sont données par celles de P par ρ(gij(x)) où ρ est la représentation
de G sur F . Si de plus F a une structure d’espace vectoriel, ρ induit une représentation ρLie de g

sur F , qui permet à partir d’un potentiel de jauge A = AαµXαdx
µ du fibré principal (P,M,G, π),

de définir ρLie(A) = AαµρLie(Xα)dxµ potentiel de jauge du fibré vectoriel (E,M,F, πE).

B.4 Théorème de classification universelle

Pour plus de détails se reporter à [21, 128, 138].

Définition 37 (complexe cellulaire). Une q-cellule σq est un ensemble homéomorphe à Dq (la
q-boule fermée) , ∂σq ' Sq−1. Un n-complexe cellulaire K est un espace topologique muni d’une
collection d’espaces fermés {σqi }

q=0,...,n
i=1,...,αq

tels que :

– σqi est une q-cellule.
– soit Kp =

⋃
i,q≤p σ

q
i , alors K = Kn.

– σqi ∩Kq−1 = ∂σqi
– ∀i 6= j, σ̊qi ∩ σ̊

q
j = ∅

Kp est appelé p-skeleton de K.

Définition 38 (fibré universel). Soit B = (B,X,G, πB) un fibré principal. B est n-universel si
pour tout n-complexe cellulaire K, pour tout sous-complexe cellulaire L ⊂ K, pour tout fibré B′ =
(B′,K,G, πB′ ) et pour toute application h : (π−1

B′ (L), L,G, πB′ ) → (B,X,G, πB), il existe une
extension de h vers (B′,K,G, πB′ )→ (B,X,G, πB).

Théorème 20 (classification universelle). Soit B = (B,X,G, πB) un (n + 1)-fibré universel. Soit
K un n-complexe cellulaire et soit f : K → X une application continue. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

f∗B f∗←−−−−−−→
f∗

B
y

yπB

K
f−−−−→ X

f∗B = (f∗B,K,G, πf∗B) est le fibré induit par f . On a alors :

π(K,X) ' H1(K,OG(K))

Les classes d’équivalence des fibrés sur K de groupe G sont données par les classes d’homotopie
des applications de K dans X. L’isomorphisme de groupe est donné par l’application :

indK,f∗B : (f : K → X) 7→ (f∗B,K,G, πf∗B)

Preuve : cf. [128, 138] �
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On rappelle que le fibré induit est défini par les fonctions de transition de K, gij(f(x)), où
gij sont les fonctions de transition de X. f∗B est le sous-espace de K × B tel que ∀(x, p) ∈ f∗B,
f(x) = πB(p). Soient les projections canoniques :

Pr1 : K ×B → K Pr2 : K ×B → B

f∗ = Pr2�f∗B est un homéomorphisme de fibre entre π−1
f∗B(x) et π−1

B (f(x)). Si f est un homéomor-
phisme alors f∗ est un isomorphisme de fibré.
D’autre part on a le diagramme commutatif suivant :

π(B,C)
indB,f∗ξ−−−−−→ H1(B,OG(B))

(idB , f)↘ ↗ indB,ξ
π(B,X)

ξ est universel si indB,ξ est bijective pour tout espace cellulaire B. Ou en d’autres termes :
– ∀(ζ,B′, G, πζ), ∃f : B → B′ homéomorphique tel que f∗ξ ' ζ.
– Soient f1 : B1 → B et f2 : B2 → B, si f∗1 ξ ' f∗2 ξ alors f1 et f2 sont homotopes.

Théorème 21 (Théorème de Narasimhan-Ramanan : connexion universelle). Soit (P,M,U(n), π)
un fibré principal muni d’un potentiel de jauge A. Il existe une matrice V de Mp×n(C) avec p ≥
(m+ 1)(2m + 1)n3 où m = dimM , telle que

A = ıV †dV

La connexion dans le fibré universel (Vn(C
∞), Gn(C

∞), U(n), πU ) définie par le potentiel de
jauge Z†dZ, ∀Z ∈ Vn(C

∞), est appelée connexion de Stiefel. On notera que A = f∗Z†dZ où
f : M → Gn(C

∞) est l’application universelle du fibré P .

Preuve : cf. [114, 115, 99] �



Annexe C

Cohomologies

On présente ici quelques éléments de la théorie de la cohomologie, utiles pour la compréhension
du texte. Pour plus de détails, le lecteur peut se reporter à [24, 54, 49, 3, 68, 50, 26, 37, 51, 52, 53, 33].

C.1 Cohomologies de de Rham et de Čech

Définition 39 (Complexe). Soit A un anneau à unité. Un complexe de A-modules est une suite :

K : 0→ K0 d0−→ K1 d1−→ K2 d2−→ ...

où Kn sont des A-modules, et dn sont des A-morphismes tels que :

dn+1dn = 0 ⇐⇒ Imdn ⊂ ker dn+1

Définition 40. Une application f : A→ B entre 2 éléments d’un complexe est une application de
châıne si et seulement si fdA = dBf .

Définition 41. Une suite (ou un complexe) :

...→ Vi−1
fi−1−−−→ Vi

fi−→ Vi+1 → ...

est dit exacte si pour tout i, Imfi−1 = ker fi.

Définition 42 (Groupe de cohomologie d’un complexe). Soit K un complexe. On note Kk par
Ck(K) l’ensemble des cochâınes d’ordre k, ker dk = Zk(K) l’ensemble des cocycles d’ordre k et
Imdk−1 = Bk(K) l’ensemble des cobords d’ordre k. Le groupe Hk(K) = Zk(K)/Bk(K) est appelé
groupe de cohomologie d’ordre k du complexe K.

On note H∗(K) =
⊕∞

k=1H
k(K) l’anneau de cohomologie de K.

Soit M une variété différentiable. Soit T ∗M = 〈dx1, ..., dxdimM 〉 l’espace vectoriel modèle des
espaces cotangents de M et soit Ω∗ =

⊕dimM
n=0 (T ∗M)∧n l’algèbre extérieure de T ∗M . On rappelle

que l’algèbre des formes différentielles de M est définie par Ω∗M = C∞(M)⊗Ω∗ 1.

1Remarque : Ω∗ est un foncteur contravariant des catégories des variétés différentielles et de leurs C∞-morphismes
vers les algèbres graduées et leurs homomorphismes.

Ω∗ : (M,N, f : M → N) 7→ (Ω∗M,Ω∗N,Ω∗(f) ≡ f∗ : Ω∗N → Ω∗M)

M ≡ {xα}, N ≡ {yα}, yα = fα(xµ), ∂y
α

∂xµ = ∂fα

∂xµ , ∂
∂xµ

f∗
−→ ∂yα

∂xµ
∂
∂yα et dyα

f∗

−−→ ∂yα

∂xµ dx
µ

291
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La différentielle extérieure est définie par :

d0(ω) =
∂ω

∂Rµ
dRµ

d1(ωµdR
µ) = ∂νωµdR

ν ∧ dRµ =
1

2
(∂µων − ∂νωµ)dRµ ∧ dRν

...

dk(ωµ1,...,µkdR
µ1 ∧ ... ∧ dRµk) = ∂µk+1

ωµ1,...,µkdR
µk+1 ∧ dRµ1 ∧ ... ∧ dRµk

=
1

(k + 1)!

∑

π∈Sk
(−1)π∂µπ(1)

ωµπ(2),...,µπ(k+1)
dRµ1 ∧ ... ∧ dRµk+1

ou encore pour toute k-forme ω et pour tout (k+1)-uplet de champs de vecteurs, la différentielle
est définie par :

dω(v1, ..., vk+1) =
k+1∑

i=1

(−1)i+1vi [ω(v1, ..., v̂i, ..., vk+1)]+
∑

i<j

(−1)i+jω([vi, vj ] , v1, ..., v̂i, ..., v̂j , ..., vk+1)

Le symbole v̂ signifie “privé de v”.
On appelle le complexe :

...
d−→ Ωr−1(M)

d−→ Ωk(M)
d−→ Ωk+1(M)

d−→ ...

complexe de de Rham. On définit les cobords d’ordre k comme :

BkM = {dω|ω ∈ Ωk−1M} ⊂ ΩkM

On définit également les cocycles :

ZkM = {ϕ ∈ ΩkM |dϕ = 0}

Comme d2 = 0, on a BkM ⊂ ZkM . On définit alors la cohomologie de de Rham d’ordre k comme
étant le groupe :

HkM = ZkM/BkM
Les éléments de HkM portent le nom de classes de cohomologie de de Rham, HkM = {ω′ = ω +
dϕ, ω ∈ ZkM,ϕ ∈ Ωk−1M}. L’anneau de cohomologie de de Rham est alors H∗M =

⊕dimM
k=1 HkM

(la loi multiplicative d’anneau est le produit extérieur).

Théorème 22 (Théorème de Leray-Hirsh). Soit (E,M,F, π) un fibré vectoriel. Alors H∗E est un
module libre de H∗M , H∗E ' H∗M ⊗H∗F .

Preuve : cf. [54] �

Définition 43. Soit M une variété différentiable. Une gerbe F sur U ouvert de M est un groupe
abélien F(U). Ses éléments sont appelés sections de F sur U . Pour U ⊂ V on définit de plus une
application appelée restriction rV,U : F(V )→ F(U) telle que :

– ∀V , rV,V = 1.
– si U ⊂ V ⊂ W alors rW,U = rV,U ◦ rW,V , en vertu de cette relation, ∀σ ∈ F(V ), on peut

écrire σ�U à la place de rV,U (σ).
– si U, V sont deux ouverts de M , σ ∈ F(U) et τ ∈ F(V ) tels que σ�U∩V = τ�U∩V alors
∃ρ ∈ F(U ∪ V ), ρ�U = σ et ρ�V = τ .

– si σ ∈ F(U ∪ V ) et σ�U = σ�V = 0 alors σ = 0.
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Soit M une variété, F une gerbe définie sur M et A = {Uα}α un recouvrement localement fini
d’ouverts. Les cochâınes d’ordre p sont définies par :

C0(A,F) =
∏

α

F(Uα)

C1(A,F) =
∏

α6=β
F(Uα ∩ Uβ)

...

Cp(A,F) =
∏

α0 6=α1 6=... 6=αp
F(Uα0 ∩ Uα1 ∩ ... ∩ Uαp)

L’opérateur de cobord δ est défini par :

δ : Cp(A,F)→ Cp+1(A,F)

(δσ)i0,...,ip+1 =

p+1∑

j=0

(−1)jσi0,...,̂ij,...,ip+1�Ui0∩...∩Uip+1

On a δ2 = 0. Les cocycles et les cobords sont définis par Zp(A,F) = ker δp et Bp(A,F) = Imδp−1.
Hp(A,F) = Zp(A,F)/Bp(A,F) est appelé groupe de cohomologie des gerbes d’ordre p. Si de plus
A est un atlas de M et si les cochâınes sont totalement antisymétriques, on parle de cohomologie
de Čech de F sur A.

∀σ ∈ Cp(A,F) σi0,...,ik,...,il,...,ip = −σi0,...,il,...,ik,...,ip
On note alors le groupe de cohomologie de Čech par Ȟp(A,F). Par la suite, on s’intéressera

aux groupes de cohomologie de Čech Ȟp(A,Z) (où ∀U ∈ A, F(U) = Z), Ȟp(A,R) et Ȟp(A,Ω∗M).

Théorème 23. Soit une suite exacte :

0→ E
α−→ F

β−→ G→ 0

de gerbes sur une variété M munie d’un atlas A, telles que α et β soient des applications de châıne,
alors :

Hp(A,G)
δ−→ Hp+1(A,E)

ce qui induit la suite exacte :

0→ H0(A,E)
α−→ H0(A,F)

β−→ H0(A,G)
δ−→ H1(A,E)

α−→ ...

Démonstration :

On définit α : Hp(A,E) → Hp(A,F) par : pour tout [ω] ∈ Hp(A,E) de représentant ω ∈
Zp(A,E) (α(ω) ∈ Zp(A,F)), on pose α([ω]) = [α(ω)]. De même avec β.
Soit [σ] ∈ Hp(A,G), et σ ∈ [σ] un de ses représentants (δσ = 0). Comme la suite est exacte
Imβ = ker 0 = G. Donc :

∃τ ∈ Cp(A,F)|σ = β(τ)

δτ ∈ Cp+1(A,F). Mais β(δτ) = δβ(τ) car β est une application de châıne, et comme β(τ) = σ,
on a β(δτ) = δσ = 0. Donc δτ ∈ kerβ = Imα (la suite est exacte). Donc

∃µ ∈ Cp+1(A,E)|δτ = α(µ)

δα(µ) = δ2τ = 0

δα(µ) = α(δµ) = 0

Donc δµ ∈ kerα or kerα = Im0 donc δµ = 0, µ caractérise une classe de cohomologie. On pose
δ [σ] = [µ].
De manière symbolique : “δβ = α−1δ” dans les groupes de cohomologie. �
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Définition 44 (Cup-Produit). On définit dans C∗(A,R) un produit2 appelé cup-produit entre deux
cochâınes ω ∈ Cp(A,R) et η ∈ Cq(A,R) par :

(ω ∪ η)α0,...,αp+q =
1

(p+ 1)!(q + 1)!

∑

σ∈Sp+q+1

ωασ(0),...,ασ(p)
ηασ(p),...,ασ(p+q)

Définition 45 (Cup-produit de Jacobi). On considère C∗(A, g) les cochâınes de Čech à valeurs
dans une algèbre de Lie g (le groupe des gerbes F(U) étant le groupe abélien (g,+)). On définit
dans C∗(A, g) le cup-produit par : ∀ω ∈ Cp(A, g) et η ∈ Cq(A, g)

(ω ∪ η)α0,...,αp+q =
1

(p+ 1)!(q + 1)!

∑

σ∈Sp+q+1

[
ωασ(0),...,ασ(p)

, ηασ(p),...,ασ(p+q)

]

De plus on pose

[ω, η] = ω ∪ η − (−1)pqη ∪ ω

C.2 Théorie de Mayer-Vietoris

Dans ce qui suit, on va construire une nouvelle cohomologie, à partir de la cohomologie de de
Rham sur les formes d’une variété M et de la cohomologie de Čech associée à un atlas A de M .
La géométrie d’une variété M est caractérisée par deux aspects :

– la géométrie locale décrite par le complexe de de Rham Ω∗M .
– la géométrie globale décrite par le combinatoire des cartes locales, avec le complexe de Čech
C∗(A,R)

La géométrie générale est décrite par la suite exacte suivante

Ω∗M
r−→
∏

α0

Ω∗(Uα0)
δ−→
∏

α0 6=α1

Ω∗(Uα0 ∩ Uα1)
δ−→ ...

où l’opérateur de cobord est défini par :

δ :

∏
α0 6=... 6=αk

Ω∗(Uα0 ∩ ... ∩ Uαk) →
∏

α0 6=... 6=αk+1

Ω∗(Uα0 ∩ ... ∩ Uαk+1
)

ωα0,...,αk 7→ (δω)α0,...,αk+1
=

k+1∑
i=0

(−1)iωα0,...,α̂i,...,αk+1

et r est l’application restriction. Le produit est ici antisymétrique par rapport aux indices de
cartes. Cette suite porte le nom de suite Mayer-Vietoris.

On lui associe l’algèbre de Čech-de Rham de la variété M :

C∗(M,A,Ω∗) =

p=cardA,q=dimM⊕

p=0,q=0

∏

α0 6=... 6=αp
Ωq(Uα0 ∩ ... ∩ Uαp)

On peut voir cette suite comme un double complexe :

Définition 46 (double complexe de Mayer-Vietoris). On pose Kp
q = Cp(A,Ωq) =

∏
α0 6=... 6=αp Ωq(Uα0∩

... ∩ Uαp), et Cp(A,R) l’ensemble des fonctions localement constantes sur des ouverts du type

2en quelque sorte l’équivalent pour la cohomologie de Čech du produit extérieur de la cohomologie de de Rham.
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Uα0 ∩ ... ∩ Uαp . La géométrie des formes et des cartes locales d’une variété M est décrite par
le double complexe de Mayer-Vietoris :

0 0 0
x

x
x

0 −−−−→ ΩdimMM
r−−−−→ K0

dimM
δ−−−−→ K1

dimM
δ−−−−→ ...

δ−−−−→ KcardA
dimM −−−−→ 0

d

x d

x d

x d

x
...

...
...

...

d

x d

x d

x d

x

0 −−−−→ Ω2M
r−−−−→ K0

2
δ−−−−→ K1

2
δ−−−−→ ...

δ−−−−→ KcardA
2 −−−−→ 0

d

x d

x d

x d

x

0 −−−−→ Ω1M
r−−−−→ K0

1
δ−−−−→ K1

1
δ−−−−→ ...

δ−−−−→ KcardA
1 −−−−→ 0

d

x d

x d

x d

x

0 −−−−→ Ω0M
r−−−−→ K0

0
δ−−−−→ K1

0
δ−−−−→ ...

δ−−−−→ KcardA
0 −−−−→ 0

i

x i

x i

x

C0(A,R)
δ−−−−→ C1(A,R)

δ−−−−→ ...
δ−−−−→ CcardA(A,R)

x
x

x

0 0 0

Les lignes du double complexe décrivent la géométrie des formes différentielles de M , alors que les
colonnes décrivent la géométrie combinatoire des cartes locales.

On passe du double complexe de Mayer-Vietoris à un simple complexe (complexe de Čech-de
Rham) de la manière suivante :

D = δ + (−1)pd
⊕

p+q=n

Kq
p
D−→

⊕

p+q=n+1

Kq
p

La première colonne non-nulle du complexe correspond à la cohomologie de de Rham H∗M , le
complexe de la première ligne non-nulle :

C0(A,R)→ C1(A,R)→ ...

correspond à la cohomologie de Čech Ȟ∗(M,R). Le complexe de Čech-de Rham induit également
un anneau de cohomologie HD(C∗(A,Ω∗)).
Théorème 24. La suite de Mayer-Vietoris :

0→ Ω∗M
r−→ C0(A,Ω∗M)

δ−→ C1(A,Ω∗M)→ ...

est exacte.

Preuve :

Comme Ω∗M est l’ensemble des formes globales, c’est le noyau du premier δ. Soit {ρα} une
partition de l’unité subordonnée à A : le support de ρα est Uα et on a

∑

α

ρα = 1
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Soit ω un p-cocycle. On définit une (p− 1)-cochâıne τ par

τα0,...,αp−1
=
∑

α

ραωα,α0,...,αp−1

alors
(δτ)α0,...,αp =

∑

α,i

(−1)iωα,α0,...,α̂i,...,αp

Comme ω est un cocycle, on a

(δω)α,α0,...,αp = ωα0,...,αp +
∑

i

(−1)i+1ωα,α0,...,α̂i,...,αp = 0

d’où
(δτ)α0,...,αp =

∑

α

ραωα0,...,αp = ωα0,...,αp

Ce qui prouve que tout cocycle est un cobord. L’exactitude suit alors de δ2 = 0. �

Propriété 33 (Principe du zig-zag). Le n-ième groupe de cohomologie de Čech-de Rham est calculé
par les 0-cocycles de Čech :

Hn
D(A,M) = HD

(
⊕

p+q=n

Kq
p

)
= HD(Ž0(A,Ωp+q))

Preuve :

Soit ω ∈ Zn
D(A,M), alors on a

Dω = 0

On considère la décomposition

ω =
⊕

p+q=n

ωq
p

avec ωq
p ∈ Kq

p . Alors

Dω = 0 ⇐⇒
⊕

p+q=n

dωq
p =

⊕

p+q=n

(−1)q+1δωq
p

On a donc
∀q 6= 0, n dωq

p = (−1)qδωq−1
p+1

dω0
n = δωn

0 = 0

Comme la suite de Mayer-Vietoris est exacte, ∃ϕn
0 ∈ Kn−1

0 tel que ωn
0 = δϕn

0 .

ω −Dϕn
0 =

n−1⊕

i=0

ωi
n−i + (−1)ndϕn

0

δ(ωn−1
1 + (−1)ndϕn

0 ) = (−1)n+1dωn
0 + (−1)nd δϕn

0︸︷︷︸
ωn

0

= 0

Alors ∃ϕn−1
1 tel que δϕn−1

1 = ωn−1
1 + (−1)ndϕn

0 . Par récurrences on a

ω −D
(

n−1⊕

i=0

ϕn−i
i

)
= ω0

n − dϕ1
n−1

δ(ω0
n − dϕ1

n−1) = dω1
n−1 − dω1

n−1 + (−1)nd2ϕ0
n = 0

alors
[ω]D = [ω0

n]D

�
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Théorème 25 (Principe de Mayer-Vietoris). L’application restriction r : Ω∗M → C0(A,Ω∗) induit
un isomorphisme en cohomologie

r : Hn
dM → Hn

D(A,M)

Démonstration :

Dr = δr + dr = dr = rd, alors r est une application de châıne, elle induit donc une application
en cohomologie.
Soit ω un D-cocycle. Par le principe du zig-zag, ∃ω′ ∈ [ω]D tel que dω′ = 0 et δω′ = 0. ω′ est
une d-forme globale fermée, donc c’est une image par r d’un élément de Z∗M . On en conclut
que r est surjective en cohomologie.
Soit ω ∈ Z∗M tel que [r(ω)]D = 0 ⇐⇒ ∃ϕ ∈ ⊕p+q=n−1K

q
p , r(ω) = Dϕ. Dϕ est D-

exacte, alors par le principe du zig-zag, ∃Dϕ′ ∈ C0(A,Ω∗) tel quet r(ω) = Dϕ′. Mais, si
Dϕ′ ∈ C0(A,Ω∗) alors ϕ′ ∈ C0(A,Ω∗−1) et donc Dϕ′ = dϕ′ et δϕ′ = 0. ϕ′ est δ-fermée, donc
ϕ′ = r(ϕ′′) avec ϕ′′ ∈ Ω∗−1M, et donc ω = dϕ′′. On en conclut que [r(ω)]D = 0 ⇒ [ω]d = 0,
donc r est injective en cohomologie. �

Définition 47 (Cup-produit de de Rham). On définit dans C∗(M,Ω∗M) le produit entre deux
cochâınes ω ∈ Cp(M,Ω∗M) et η ∈ Cq(M,Ω∗M) :

(ω ∪ η)α0,...,αp+q =
1

(p+ 1)!(q + 1)!

∑

σ∈Sp+q+1

ωασ(0),...,ασ(p)
∧ ηασ(p),...,ασ(p+q)

C.3 Anneau de cohomologie de de Rham et polynômes invariants

Soit Sr(Mk×k(C)) l’ensemble des applications deMk×k(C)⊗r symétrisé par rapport aux indices
tensoriels à valeurs dans C et

S∗(Mk×k(C)) =
∞⊕

r=0

Sr(Mk×k(C))

avec le produit : ∀P̃ ∈ Sp et ∀Q̃ ∈ Sq :

P̃ Q̃(X1, ...,Xp+q) =
1

(p+ q)!

∑

π∈Sp+q
P̃ (Xπ(1), ...,Xπ(p))Q̃(Xπ(p+1), ...,Xπ(p+q))

muni de ce produit, S∗ est une algèbre. Soit G et g un groupe de Lie et son algèbre de Lie.

Définition 48. P̃ ∈ Sr(g) est dit invariant si ∀g ∈ G et ∀Ai ∈ g :

P̃ (Ad(g)A1, ...,Ad(g)Ar) = P̃ (A1, ..., Ar)

avec Ad(g)X = g−1Xg. On note Ir(G) l’ensemble des G-invariants de Sr(g).

Soit P̃ ∈ Ir(G), P (X) = P̃ (X,X, ...,X) est un polynôme G-invariant de degré r (P (Ad(g)X) =
P (X)). P̃ est appelé polarisation de P . Soit (P,M,G, π) un fibré principal. On étend le domaine
des polynômes invariants de g à des formes différentielles de M à valeurs dans g (Ω∗(M, g) =
C∞(M)⊗ Ω∗ ⊗ g). ∀Ai ∈ g, ηi ∈ ΩpiM :

P̃ (A1η1, ..., Arηr) = η1 ∧ ... ∧ ηrP̃ (A1, ..., Ar)

Théorème 26 (Théorème de Chern-Weil). Soit P ∈ I∗(G), F et F ′ deux courbures de (P,M,G, π)
correspondantes à deux connexions A et A′. Alors :

– dP (F ) = 0
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– P (F ′)− P (F ) ∈ BkM
– La classe de cohomologie [P (F )] ∈ H2 dimPM est indépendante de la connexion.

P est fermé et définit donc une classe de cohomologie appelée classe caractéristique et notée χE(P ).

Preuve : cf. [113] �

Définition 49 (Homomorphisme de Weil). L’application :

χE :
I∗(G) → H∗M

P 7→ χE(P )

est un homomorphisme appelé homomorphisme de Weil.

C.4 Principe de de Rham

Soit A′ = {Vα}α∈J un recouvrement d’ouverts localement fini de M plus fin que A = {Uα}α∈I .
Plus fin signifiant que ∃f : J → I telle que ∀j ∈ J , Vj ⊆ Uf(j). On peut définir f∗ : Cp(A,F) →
Cp(A′,F) par f∗(ω)j0,...,jp = ωf(j0),...,f(jp)�Vj0∩...∩Vjp

. f∗ induit un homomorphisme de groupe Ȟ∗(A,F)→
Ȟ∗(A′,F) qui est indépendant du raffinement particulier f entre A et A′. On considère la limite
inductive des raffinements des atlas A. On définit le groupe cohomologie de Čech de M , par la
limite inductive

Ȟ∗(M,F) = lim
A↓

Ȟ∗(A,F)

Théorème 27 (Principe de de Rham). Soit M une variété différentiable. Soit H∗M l’anneau de
cohomologie de de Rham de M et Ȟ∗(M,R) le groupe de cohomologie de Čhech de M pour le groupe
(R,+). Il existe un isomorphisme de groupe entre ces deux groupes :

H∗M ' Ȟ∗(M,R)

Preuve : cf. [54, 24, 89] �

Propriété 34. Soit M une variété connexe, compacte et orientable de dimension k. Alors on a

HkM ' Ȟk(M,R) ' R

Preuve : cf. [89, 24, 54] �

C.5 Cohomologie de Čech non-abélienne

Soit M une variété différentiable et G un groupe de Lie non-abélien. On note OG(M) l’ensemble
des fonctions C∞ deM à valeurs dans G. Soit {Uα}α un atlas deM . On introduit l’opérateur suivant

δG :
∏

α0 6=... 6=αk
OG(Uα0 ∩ ... ∩ Uαk)→

∏

α0 6=... 6=αk+1

OG(Uα0 ∩ ... ∩ Uαk+1
)

Ici
∏

est le produit cartésien antisymétrique, l’antisymétrisation étant au sens de l’inversion de
groupe : ∀ω ∈∏α0 6=... 6=αk OG(Uα0 ∩ ... ∩ Uαk)

ωα0,...,αi,...,αj,...,αk = ω−1
α0,...,αj,...,αi,...,αk
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(δGω)α0,...,αk+1
=

k+1∏

i=0

ω
(−1)i

α0,...,α̂i,...,αk+1

Dans cette dernière équation, α̂i signifie l’absence de αi, ω
−1 est l’inversion de groupe et

∏
est la loi

de groupe. On note désormais
∏
α0 6=... 6=αk OG(Uα0∩...∩Uαk) par Ck(A, G) que l’on appelle ensemble

des k-cochâınes de groupe. On définit l’ensemble des k-cocycles de groupe par Zk(A, G) = {ω ∈
Ck(A, G)|δGω = e}, e étant l’élément neutre de G. On introduit la relation d’équivalence suivante,
entre deux éléments g et g′ de C1(A, G)

g ∼ g′ ⇐⇒ ∃h ∈ C0(A, G), g′αβ = hαgαβh
−1
β

On reconnâıt là, la formule de changement des fonctions de transition d’un fibré principal. On
définit le premier groupe de cohomologie par

H1(A, G) = Z1(A, G)/ ∼

Remarque : la définition des groupes de cohomologie d’ordre supérieur n’est pas claire.

C.6 Cohomologie simplicielle

Définition 50 (Simplexe). On définit le q-simplexe standard comme étant l’ensemble

∆q = {
q∑

j=0

tjej |tj ≥ 0,

q∑

j=0

tj = 1}

où {ej}j=1,...,q est la base canonique de Rq et e0 = 0. En d’autres termes

∆q = {(t0; t1, ..., tq), t0 + t1 + ...+ tq = 1}

Soit M une variété de dimension n. Un q-simplexe de M (q ≤ n) est une application continue

σ :
∆q → M

(t0, ..., tq) 7→ 〈x0, ..., xq〉

〈x0, ..., xq〉 est la sous-variété orientée de M de dimension q qui est le polytope formé par les points
xi ∈M . Les 0-simplexes sont appelés vertexes. On note ∆qM l’ensemble des q-simplexes de M .

Dans le cas où M = Rn, la notion de simplexes est très simple : les vertexes sont des points, les
1-simplexes des segments, les 2-simplexes des triangles, les 3-simplexes des tétraèdres, etc... Pour
une variété M quelconque, les simplexes sont la généralisation de ces notions en géométrie non-
euclidienne. On appelle face d’un q-simplexe 〈x0, ..., xq〉 un (q − 1)-simplexe σ tel que ∃i = 0, ..., q
tel que σ = 〈x0, ..., x̂i, ..., xq〉.

Définition 51 (Complexe simpliciel). On appelle complexe simpliciel, une collection X de simplexes
telle que si σ ∈ X alors les faces de σ sont dans X, et ∀σ, τ ∈ X, σ ∩ τ est une face de σ et de τ
ou σ ∩ τ = ∅. On note ∆qX l’ensemble des q-simplexes appartenant à X.

Il est possible de considérer la cohomologie de Čech comme une cohomologie simplicielle. En
effet, considérons pour chaque carte Uα de l’atlas A, un point arbitraire pα ∈ Uα tel que si Uα 6= Uβ
alors pα 6= pβ. pα est appelé point de base de Uα. L’ensemble de tous les points de base associés
à A forment l’ensemble de vertexes d’un complexe simpliciel XA. On peut alors considérer une
q-cochâıne de Čech, ω ∈ Cq(A,F), comme une application ω : ∆qXA → F par la relation

ω(〈pα0 , ..., pαq 〉) = ωα0,...,αq
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À la limite inductive des raffinements de l’atlas de M , on a

Cq(M,F) 3 ω :
∆qM → F

〈p1, ..., pq〉 7→ ωp1,...,pq

Afin de simplifier les notations, on notera ∆qA pour ∆qXA.

On note Cq(X,R) (resp. Cq(A,R), Cq(M,R)) l’enveloppe linéaire formelle de ∆qX (resp. ∆qA,
∆qM). Les éléments de Cq(X,R) sont appelés des q-châınes. On introduit alors l’opérateur de bord
∂ : Cq(X,R)→ Cq−1(X,R) tel que

∂〈x0, ..., xq〉 =
q∑

i=0

(−1)q〈x0, ..., x̂i, ..., xq〉

Cq(A,R) est l’espace vectoriel dual de Cq(A,R) avec le produit de dualité

(
〈pi1, ..., piq 〉∗, 〈pj1 , ..., pjq〉

)
=

∑

σ∈Sq+1

(−1)σδi1,jσ(1)
...δiq ,jσ(q)

Définition 52 (Étoile). Soit X un complexe simpliciel. On appelle étoile de x ∈ X, que l’on note
st(x), l’ensemble de tous les simplexes qui ont x comme l’un de leur vertexe. On désigne de plus
par st0(x) l’ensemble des vertexes de tous les simplexes de st(x), st1(x) l’ensemble de tous les
1-simplexes de tous les simplexes de st(x), etc...

Théorème 28. L’isomorphisme entre H∗M et Ȟ∗(M,R) du principe de de Rham est l’application

H∗M → Ȟ∗(M,R)

[ϕ] 7→ ω[ϕ] :
∆]ϕM → R

σ 7→
∫
σ ϕ

]ϕ est le degré de la forme différentielle ϕ, et [ϕ] est la classe de de Rham de ϕ.

Preuve : cf. [24, 54] �

Afin de simplifier la notation, on notera ϕ̌ à la place de ωϕ.

Proposition 12. Soit σ ∈ ∆qA un q-simplexe. ∀x ∈ σ on pose (µ0(x), ..., µq(x)) les coordonnées
barycentriques de x par rapport à σ, i.e.

x =

q∑

i=0

µi(x)pi

q∑

i=0

µi(x) = 0

où {pi} est l’ensemble des vertexes constituant σ. Soit W ∗A : ∆qA → ΩqM l’application définie par

W ∗A(σ)(x) = q!

q∑

i=0

(−1)iµi(x)dµ0 ∧ ... ∧ d̂µi ∧ ... ∧ dµq

Soit WA : Cq(A,R) → ΩqM le morphisme dual de l’extension linéaire de W ∗A. L’application
induite par la limite inductive des raffinements W = limA↓WA induit en cohomologie l’application
inverse de l’isomorphisme de de Rham, i.e. W : Ȟ∗(M,R)→ H∗M est un isomorphisme d’algèbre
graduée. On appelle W , application de Whitney.

Preuve : cf. [6] �
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Si on note RA l’application de de Rham restreinte à C∗(A,R), alors

RA ◦WA = 1

lim
↓A

WA ◦RA = 1

Proposition 13. Soit l’application qui engendre l’isomorphisme de de Rham :

Ω∗M → C∗(A,R)

ω 7→ ω̌ :
∆]ωA → R

σ 7→
∫
σ ω

On a alors

∀ω ∈ ΩqM (δω̌)α0,...,αq+1 =

∫

〈pα0 ,...,pαq+1〉
dω

Preuve :

En utilisant le théorème de Stokes
∫

〈pα0
,...,pαq+1

〉

dω =

∫

∂〈pα0
,...,pαq+1

〉

ω

=

∫
Pq+1

i=0
〈pα0

,...,p̂αi
,...,pαq+1

〉

ω

=

q+1∑

i=0

(−1)i

∫

〈pα0
,...,p̂αi

,...,pαq+1
〉

ω

=

q+1∑

i=0

(−1)iω̌α0,...,α̂i,...,αq+1

= (δω̌)α0,...,αq+1

�

Proposition 14. ∀φ ∈ ΩpM et ∀ω ∈ ΩqM

lim
A↓

WA(RA(φ) ∪RA(ω)) = φ ∧ ω

la limite étant définie dans la topologie de la norme L2.

Preuve : cf. [5] �
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[5] Sergio Albeverio and Jörg Schäfer. Abelian chern-simons theory and linking numbers via
oscillatory intergals. J. Math. Phys, 36(5), 1995.

[6] Sergio Albeverio and Boguslav Zegarlinski. Construction of convergent simplicial ap-
proximations of quantum fields on riemannian manifolds. Commun. Math. Phys, 132 :39,
1990.

[7] J. Anandan and Y. Aharonov. Geometric quantum phase and angles. Phys. Rev. D,
38(6) :1863, 1988.

[8] J. Anandan and Y. Aharonov. Geometry of quantum evolution. Phys. Rev. Lett., 65(14),
1990.

[9] J. Anandan and L. Stodolsky. Some geometrical considerations of berry’s phase. Phys.
Rev. D, 35(8) :2597, 1987.

[10] M. Asorey, J.F. Cariñena, and M. Paramino. Quantum evolution as a parallel transport.
J. Math. Phys., 28(8) :1451, 1982.

[11] O. Atabek, H. Abou-Rachid, and T.T. Nguyen Dang. Reactivity control using laser
induced dissociation quenching and alignment. Annales de chimie sciences des matériaux,
25 :513, 2000.

[12] O. Atabek, M. Chrysos, and R. Lefebvre. Isotope separation using intense laser field.
Phys. Rev. A, 49 :R8, 1994.

[13] O. Atabek, C.M. Dion, and A. Ben Haj-Yedder. Evolutionary algorithms for the optimal
laser control of molecular orientation. J. Phys. B : Atomic Molecular and Optical Physics,
36 :4682, 2003.

[14] Romain Attal. Combinatorics of non-abelian gerbes with connection and curvature. arXiv,
math-ph/0203056, 2002.

[15] A. Auger, A.B. Yedder, E. Cances, C. Le Bris, C.M. Dion, A. Keller, and O. Atabek.
Optimal laser control of molecular systems : methodology and results. Mathematical models
& methods in applied sciences, 12 :1281, 2002.

[16] J.E. Avron and A. Elgart. Adiabatic theorem without a gap condition : two-level system
coupled to quantized radiation field. Phys. Rev. A, 58(6) :4300, 1998.

303



304 BIBLIOGRAPHIE

[17] Joseph E. Avron and Alexander Elgart. Adiabatic theorem without a gap condition.
Comm. Math. Phys., 203 :445, 1999.
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Résumé

Les simulations des systèmes atomiques ou moléculaires en interaction avec un champ électro-
magnétique se heurtent à un problème majeur. Pour décrire le système photodynamique, il est
nécessaire d’utiliser une très grande base, ce qui est coûteux en temps de calculs et en mémoire.
Pour résoudre ce problème, nous sommes amenés à chercher des modélisations ne faisant intervenir
que des sous-espaces vectoriels de faible dimension, appelés espaces actifs. Comme la dépendance
temporelle d’un système photodynamique se fait à travers des paramètres à évolution lente, c’est
une théorie adiabatique qui définit cet espace. L’application d’un théorème adiabatique nous ap-
prend que le système ne peut pas sortir d’un sous-espace spectral associé à des valeurs propres
isolées. La fonction d’onde est alors décrite par un relèvement horizontal qui prend place dans le
fibré principal de la phase de Berry. Celle-ci ne commutant en général pas avec la phase dynamique,
nous proposons une description fondée sur un fibré composite, modélisant simultanément phases
géométrique et dynamique. Nous proposons une méthode de simulation de la photodynamique as-
sociée à la description géométrique et nous utilisons la notion de monopôles magnétiques virtuels
pour obtenir des outils d’analyse de la dynamique. Nous étudions ensuite la théorie des opérateurs
d’onde temporels, théorie fournissant une méthode d’Hamiltonien effectif. Pour coupler cette théo-
rie avec le modèle adiabatique, nous étudions la compatibilité des deux méthodes en démontrant
un théorème adiabatique pour les opérateurs d’onde. Nous nous sommes intéressés à des systèmes
dynamiques simples, atomes à 2 ou 3 niveaux et molécule H+

2 .

The numerical treatment of the interaction of an electromagnetic field with an atom or a molecule
presents some severe computational problems. The description of the photodynamical system by
traditional methods requires the use of a very large set of basis funtions ; this in turn leads to the
need for a large computer memory store and to long computational times. In our modelling we use
only a relatively small vector space, the active space, and adopt an approach which relies heavily on
adiabatic time evolutions, since the parameters describing the system are taken to change slowly.
Adiabatic theorems then lead to the result that the system remains confined to a spectral subspace
associated with an isolated group of eigenvalues. In mathematical terms the wave function can be
described by means of a horizontal lift in the principal bundle associated with the Berry phase.
Since this phase does not commute with the dynamical phase we propose a description based on
the use of a composite bundle, which can simultaneously describe both geometric and dynamical
phases. Our geometrical viewpoint leads to a new way of modelling a photodynamical system ; the
concept of the virtual magnetic monopole is found to be useful in the construction of the appropriate
computational tools to treat dynamical systems. We investigate our geometrical approach in the
context of the time-dependent wave operator formalism, in which the effective Hamiltonian plays
a major role. We establish the value of our approach in that context by deriving a wave operator
adiabatic theorem. We present numerical applications to simple two and three level model atoms
and to the H+

2 molecular ion.
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